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Introduction
Ce texte est de´volu a` l’e´tude syste´matique de certains groupes de cohomolo-
gie sur une courbe analytique au sens de Berkovich ([1],[2]), et a` leur compara-
ison avec leurs analogues sche´matiques lorsqu’on travaille avec l’analytification
d’une courbe alge´brique. Il e´tend, et rede´montre par des me´thodes moins ad hoc,
les re´sultats e´tablis par l’auteur dans [12]. Ceux-ci concernaient le H3 e´tale d’une
courbe p-adique a` coefficients dans µ⊗2n (pour n premier a` p) ; dans le pre´sent
∗L’auteur est membre des re´seaux europe´ens Arithmetic Algebraic Geometry et Real Alge-
braic and Analytic Geometry.
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article on traite le cas d’un corps ultrame´trique complet quelconque (sauf au
chapitre 9 ou` l’on fait l’hypothe`se que sa cohomologie posse`de une bonne du-
alite´, ce qui est vrai par exemple aussi bien pour Qp que pour C((t)) ) et des
groupes de cohomologie e´tale de tous degre´s, a` coefficients dans n’importe quel
module galoisien fini de torsion premie`re a` la caracte´ristique re´siduelle.
Pre´cisions sur les objets e´tudie´s dans l’article. De´signons par Z ou bien
un espace de Berkovich, ou bien un sche´ma. Le site e´tale sur Z sera encore note´
Z ; autrement dit un faisceau sur Z sera un faisceau e´tale, les groupes Hq(Z, .)
seront les groupes de cohomologie e´tale, etc. L’espace topologique sous-jacent
sera quant a` lui de´signe´ par |Z|. Soit π le morphisme canonique Z → |Z|. Pour
tout faisceau F sur Z et tout entier q on notera Rqπ∗F le faisceau sur |Z|
associe´ au pre´faisceau U 7→ Hq(U,F ). On peut aussi de´crire Rqπ∗ comme le
q-ie`me foncteur de´rive´ de π∗ ; les R
qπ∗ mesurent en un sens la « diffe´rence » en-
tre Z et |Z|. On dispose pour tout q et tout F d’une application naturelle
Hq(Z,F ) → H0(|Z|,Rqπ∗F ). Son noyau est forme´ des classes de cohomologie
e´tale localement triviales sur l’espace topologique |Z| ; elle est surjective lorsque
Z est une courbe.
Soit X une courbe alge´brique sur un corps ultrame´trique complet k, soit
X an son analytifie´e a` la Berkovich et soit F un faisceau sur X . Fixons un
entier q. Dans le diagramme commutatif
Hq(X an,F ) // H0(|X an|,Rqπ∗F )




les fle`ches horizontales sont surjectives. Lorsque F est localement constant et
de torsion premie`re a` la caracte´ristique re´siduelle la fle`che verticale de gauche
est un isomorphisme d’apre`s Berkovich ([2], cor. 6.3.11) ; celle de droite est donc
dans ce cas toujours surjective et l’un des buts de cet article est de donner des
conditions suffisantes pour qu’elle soit injective. Son noyau peut eˆtre vu comme
l’ensemble des classes de Hq(X ,F ) qui sont localement triviales sur l’espace
topologique |X an| modulo celles qui le sont de´ja` pour la topologie de Zariski
sur X .
Les re´sultats de [12]. Ils sont les suivants : prenons pour k un corps local, c’est-
a`-dire ou bien une extension finie de Qp pour un certain p, ou bien un corps de
la forme F ((t)) avec F fini. Soit Y une k-courbe analytique lisse et soit ∆ son
squelette. C’est un sous-ensemble ferme´ de Y qui est localement isomorphe a` un
graphe fini ([1], chap. 4). Orientons-le arbitrairement. Soit n un entier premier
a` la caracte´ristique re´siduelle ; notons Harm(∆,Z/n) le groupe des cochaˆınes
harmoniques sur ∆ a` coefficients dans Z/n. Le the´ore`me 4.2 de [12] affirme
alors l’existence d’un isomorphisme entre H0(|Y |,R3π∗µ⊗2n ) et Harm(∆,Z/n),
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isomorphisme qui est construit a` l’aide d’une sorte d’e´valuation ponctuelle des
classes de cohomologie.
Par ailleurs le the´ore`me 5.2 de [12] stipule (toujours avec la meˆme hypothe`se
sur k) que si X est une k-courbe alge´brique lisse le morphisme
H0(|X |,R3π∗µ⊗2n )→ H0(|X an|,R3π∗µ⊗2n )
est un isomorphisme (le groupe de droite pouvant eˆtre de´crit par le re´sultat
pre´ce´dent) ; dans le cas ou` X est projective la combinaison de ces deux re´sultats
redonne (par d’autres me´thodes) un re´sultat de Kato.
La de´marche suivie ici
Un rappel du cas alge´brique. Si X est une courbe alge´brique lisse sur un
corps k et si F est un faisceau localement constant sur k et de cardinal premier
a` la caracte´ristique de k les groupes H0(|X |,Rqπ∗F ) et H1(|X |,Rqπ∗F ) sont
isomorphes aux groupes de cohomologie d’un complexe a` deux termes dit de
Bloch-Ogus (qui se ge´ne´ralise en toute dimension) et qui peut eˆtre construit
formellement a` partir d’une suite exacte de cohomologie a` support. A` ce sujet,
on pourra consulter [11].
Les triangulations. On cherche a` construire un complexe analogue pour une
courbe analytique sur un corps ultrame´trique complet k. Pour ce faire on de´finit
tout d’abord au chapitre 4 (voir la de´finition 4.1) la notion de triangulation
d’une courbe analytique : grosso modo une triangulation est la donne´e d’un
ensemble ferme´ et discret de points (les sommets) dont les composantes connexes
du comple´mentaires (les areˆtes) sont suffisamment e´le´mentaires ; dans le cas
alge´briquement clos on demande par exemple que ce soient des disques ou des
couronnes. Graˆce au the´ore`me de re´duction semi-stable toute courbe dont le lieu
singulier (au sens du crite`re jacobien) est nulle part dense peut eˆtre triangule´e
(proposition 4.6).
Les complexes. Si X est une courbe analytique munie d’une triangulation S




S,cF (voir le 5.8). Le the´ore`me 5.9 assure alors que les groupes
H0(|X |,Rqπ∗F ) et H1(|X |,Rqπ∗F ) (resp. H0c(|X |,Rqπ∗F ) et H1c(|X |,Rqπ∗F ))
sont isomorphes aux groupes de cohomologie de Rq
S
F (resp. Rq
S,cF ) lorsque F
est un faisceau raisonnable(de´finition 5.4). Le de´monstration du the´ore`me 5.9
repose sur l’existence de suites exactes de cohomologie a` support (voir le 5.5) et
sur les proprie´te´s cohomologiques des areˆtes.
Si F est un module galoisien fini sur le corps k et si sa torsion est premie`re a` la
caracte´ristique re´siduelle alors F est raisonnable. Sous cette hypothe`se on peut
(partiellement) expliciter le morphisme entre la cohomologie de Rq
S
F et celle
de Rqπ∗F ; ce sont les calculs de la fin du chapitre 5. Ceci permet d’arriver a`
un re´sultat (the´ore`me 6.4) qui ge´ne´ralise le the´ore`me 5.2 de [12] :
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The´ore`me 6.4. Soit k un corps ultrame´trique complet et soit X une courbe
alge´brique lisse sur k. Soit F un module galoisien sur k fini et annule´ par un
entier n premier a` la caracte´ristique re´siduelle.
i) Si X a potentiellement bonne re´duction alors quel que soit q les fle`ches
H0(|X |,Rq+1π∗F )→ H0(|X an|,Rq+1π∗F )
et H1(|X |,Rqπ∗F )→ H1(|X an|,Rqπ∗F ) sont des isomorphismes.
ii) Soit q un entier tel que pour toute extension finie se´parable L de k toute
classe de Hq(L,F ) soit de´composable. Alors les fle`ches
H0(|X |,Rq+1π∗F )→ H0(|X an|,Rq+1π∗F )
et H1(|X |,Rqπ∗F )→ H1(|X an|,Rqπ∗F ) sont des isomorphismes.
Commentaires. Fournissons quelques explications : on dit que X a poten-
tiellement bonne re´duction si apre`s une extension finie de k elle s’immerge dans
une courbe projective et lisse a` bonne re´duction. Quant a` la de´finition des classes
de´composables, elle est relativement technique (de´finition 6.3). Contentons-nous
de dire que la condition donne´e en ii) est satisfaite dans de nombreux cas, dis-
cute´s a` la fin du chapitre 6. Elle est notamment toujours ve´rifie´e quel que soit
F lorsque k est local et q e´gal a` 2 (c’est ce qui redonne le the´ore`me 5.2 de [12]) ;
elle l’est pour tout F et tout q si k est e´gal a` C((t)) ; elle l’est quel que soit k
pour le faisceau µ⊗qn lorsque q est e´gal a` 1 ou 2 par le the´ore`me de Merkurjev
et Suslin, et pour q au moins e´gal a` 3 si les re´sultats annonce´s par Rost et
Voevodsky sont vrais.
Au cœur de la de´monstration : le principe GAGA pour les fibre´s en
droite. Voici grosso modo comment est e´tabli le the´ore`me ci-dessus. Il s’agit
de montrer que certaines classes de cohomologie e´tale sur X , que l’on suppose
localement triviales sur |X an|, le sont de´ja` localement pour la topologie de
Zariski sur X . Cette dernie`re proprie´te´ se teste aux point ge´ne´riques de X
(voir par exemple [11], prop. 2.1.2 et th. 2.2.1). On en de´duit que si L est une
extension finie se´parable de k et si h est une classe de cohomologie de F sur
XL localement triviale pour la topologie de Zariski alors sa corestriction a` la
cohomologie de X l’est e´galement.
Graˆce aux calculs explicites de la fin du chapitre 5 on montre que les classes
e´tudie´es sont sommes de termes de la forme CorL/k(η) ou` L est une extension
finie se´parable de k et ou` η est un e´le´ment de la cohomologie de F sur XL qui
peut eˆtre de deux types ; on de´signe par X une compactification projective de
X et par ∂ le cobord H1(.,Gm)→ H2(., µn).
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1) Premier cas : η = ∂(λ)|X an
L
∪β ou` λ appartient a` H1(X anL ,Gm). Comme
X est projective le principe GAGA assure que λ est la classe d’un fibre´
en droites alge´brique, donc localement trivial pour la topologie de Zariski
sur X L ; ceci permet de conclure.
2) Second cas : η = α∪β ou` α appartient a` la cohomologie de L a` coefficients
dans F et ou` β provient de la cohomologie topologique de |X anL |, et plus
pre´cise´ment de H1(|X anL |,Z/n). Si X a potentiellement bonne re´duction
alors |X anL | est contractile ; dans ce cas β est nulle et c’est termine´. Si
α est de´composable un calcul direct montre que la classe η est somme de
termes de la forme CorM/L(ω) ou`M est une extension finie se´parable de L
et ou` ω appartient a` la cohomologie de F sur XM et s’e´crit ∂(λ)|X an
M
∪ γ
avec λ appartenant a` H1(X
an
M ,Gm). On conclut comme pour le premier
cas.
Optimalite´ du the´ore`me. Si X est une courbe de Tate le the´ore`me 7.14 assure
que pour tout entier q le noyau de H0(|X |,Rq+1π∗F )→ H0(|X an|,Rq+1π∗F )
est isomorphe au quotient de Hq(k,F ) par le groupe des classes de´composables.
Remarque. Supposons toujours que X est une courbe de Tate. La propo-
sition 7.11 de´crit alors explicitement le groupe H0(|X an|,Rqπ∗F ). Ainsi dans
certains cas au moins les re´sultats ge´ne´raux du chapitre 5 permettent des calculs
relativement effectifs.
Re´sultats de dualite´
Motivation.On part de la remarque suivante : l’isomorphisme entre les groupes
H0(|Y |,R3π∗µ⊗2n ) et Harm(∆,Z/n) e´tabli par le the´ore`me 4.2 de [12] pour
une courbe analytique lisse Y sur un corps local k (pour n premier a` la car-
acte´ristique re´siduelle) peut se re´interpe´ter comme suit : la dualite´ de Poincare´
fournit pour des raisons formelles une application biline´aire
H0(|Y |,R3π∗µ⊗2n )×H1c(|Y |,Z/n)→ Z/n
et le re´sultat ci-dessus peut se traduire en disant que l’accouplement en question
est une dualite´ parfaite.
Le formalisme. Au chapitre 9 on fixe un entier n premier a` la caracte´ristique
re´siduelle et on fait l’hypothe`se que la cohomologie des faisceaux en Z/n-modules
sur k posse`de un module dualisant D en un certain degre´ d. Les hypothe`ses sont
de´taille´es au 9.9 ; si k est local elles sont ve´rifie´es avec d e´gal a` 2 en prenant pour
D le faisceau µn, si k est e´gal a` C((t)) elles le sont avec d e´gal a` 1 et en prenant
pour D le faisceau constant Z/n. Soit X une k-courbe lisse et soit F un faisceau
raisonnable sur X . Une conse´quence formelle des hypothe`ses faites sur k et de
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la dualite´ de Poincare´ sur un corps alge´briquement clos e´tablie par Berkovich
au paragraphe 7.3 de [2] est l’existence pour tout q de deux accouplements
H0(|X |,Rqπ∗F )×H1c(|X |,Rd+1−qπ∗F˘ )→ Z/n
et
H0c(|X |,Rqπ∗F )×H1(|X |,Rd+1−qπ∗F˘ )→ Z/n
ou` les groupes a` support compact sont discrets et ceux sans support profinis
(corollaire 9.8), et ou` la notation F˘ de´signe le faisceau F∨ ⊗ D⊗ µn.
Les deux the´ore`mes de dualite´. Les the´ore`mes 9.15 et 9.16 assurent alors
que pour chacun des deux accouplements le noyau a` droite est trivial tandis que
le noyau a` gauche est le sous-groupe des classes gratte-ciel, c’est-a`-dire a` support
dans un ensemble discret.
Leurs de´monstrations reposent sur la dualite´ de Poincare´, sur la description
des groupes en jeu a` l’aide des complexes introduits au chapitre 5 et sur les
proprie´te´s cohomologiques des areˆtes d’une triangulation.
Les classes gratte-ciel. L’e´tude de ces classes fait l’objet du chapitre 8 (sans
hypothe`se de dualite´ sur k) ; on y de´montre que pour une courbe lisse munie
d’une triangulation S leur support est force´ment contenu dans le sous-ensemble
S(2) des points de type (2) de S (proposition 8.7). Si P est un point de S(2)
le corps H˜ (P ) est de degre´ de transcendance 1 sur k˜. Si F est non ramifie´,
c’est-a`-dire provient d’un faisceau sur le corps re´siduel k˜ de k, alors la fibre
en tout point P de S(2) du groupe des classes gratte-ciel est somme directe
de groupes de la forme Xq−j(H˜ (P ),F (−j)) ou` j est un entier positif. C’est
la proposition 8.14 ; la notation X fait re´fe´rence a` l’ensemble des k˜-places de
H˜ (P ) (elle est pre´cise´ment de´finie au 8.13) et F (−j) de´signe le tordu a` la Tate
de F . La pre´sence de classes gratte-ciel non triviales dans le cas ou` F est non
ramifie´ est donc relie´e a` l’existence de contre-exemples au principe de Hasse
pour certains groupes de cohomologie sur les corps de fonctions H˜ (P ) ou` P
appartient a` S(2).
Exemples (voir le chapitre 10)
Le the´ore`me 4.2 de [12]. Si k est local la nullite´ de X2(., µn) sur le corps des
fonctions d’une courbe sur un corps fini permet de montrer que le sous-groupe de
H0(|X |,R3π∗µ⊗2n ) forme´ des classes gratte-ciel est trivial ; l’accouplement de´fini
ci-dessus est donc une dualite´ parfaite, et l’on retrouve ainsi le the´ore`me 4.2 de
[12].
La dualite´ de Lichtenbaum. Supposons toujours k local. Alors la nullite´
des groupes X2(., µn) et X
1(.,Z/n) sur le corps des fonctions d’une courbe
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sur un corps fini permet de montrer que le sous-groupe de H0(|X |,R2π∗µn)
forme´ des classes gratte-ciel est trivial. En conse´quence on dispose d’une dualite´
parfaite entre H0(|X |,R2π∗µn) et H1c(|X |,R1π∗µn). Ceci couple´ au the´ore`me de
comparaison 6.4 permet dans le cas d’une k-courbe alge´brique projective et lisse
X de retrouver la dualite´ de Lichtenbaum ([15]) entre nBr X et (Pic X )/n.
Dualite´ parfaite sur les ouverts de courbes de Mumford. Pour tout
corps F , pour tout module galoisien fini G sur F de torsion premie`re a` la
caracte´ristique de F et pour tout entier j le groupe Xj(F (t),G ) est nul (cf.
[20], §4 p. 122) . De`s lors si pour tout P appartenant a` S(2) le corps H˜ (P ) est
transcendant pur sur une extension finie de k˜ l’accouplement construit ci-dessus
est une dualite´ parfaite de`s que F est non ramifie´ (et sans autre hypothe`se sur k
que l’existence du module dualisant D). On est par exemple dans cette situation
si X est un ouvert de l’analytifie´e d’une courbe de Mumford.
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Quelques conventions relatives a` la cohomologie
• Si Z est un espace de Berkovich ou bien un sche´ma on notera encore Z le
site e´tale correspondant et |Z| l’espace topologique sous-jacent.
• Quels que soient les sites en jeu tous les re´sultats concernant des groupes
Hq ou des faisceaux Rqπ∗ et pre´sente´s comme valables pour tout q doivent
eˆtre conside´re´s comme vrais pour tout entier relatif q avec la convention
que les Hq et Rqπ∗ sont toujours nuls de`s que q est strictement ne´gatif.
Cette remarque pre´sente un inte´reˆt lorsqu’un meˆme e´nonce´ (comme l’ex-
istence d’une suite exacte ou d’un isomorphisme) met en jeu de la coho-
mologie en degre´s q − 1, q, q + 1, etc., auquel cas l’information apporte´e
par la conside´ration des degre´s ne´gatifs est non vide.
• En ce qui concerne la cohomologie e´tale (analytique ou sche´matique) si
f (resp. n) est une fonction (resp. un entier) inversible sur le site annele´
conside´re´ et si le contexte indique clairement que l’on travaille avec des
faisceaux en Z/n-modules la notation (f) de´signera l’image de f dans
H1(., µn) par le cobord de la suite de Kummer, c’est-a`-dire encore la classe
du µn-torseur
U 7→ {g ∈ Gm(U) tq gn = f}.
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• Pour tout entier n et tout entier ne´gatif i le faisceau µ⊗in (sur un site
annele´ donne´) sera par de´finition le faisceau H om(µ
⊗(−i)
n ,Z/n). Si F est
un faisceau en Z/n-modules le faisceau F ⊗µ⊗in sera note´ F (i) pour tout
entier relatif i.
1 La cohomologie de certains corps hense´liens
Une de´composition de certains groupes de cohomologie
Dans tout l’article le corps re´siduel d’un corps value´ L sera syste´matiquement
note´ L˜.
(1.1) Soit K un corps hense´lien pour une valuation | | ; la notation est donc
multiplicative et on ne suppose pas que le groupe des valeurs se plonge dans
R∗+. Soit K
s une cloˆture se´parable de K. On note p l’exposant caracte´ristique
de K˜ et K˜s la fermeture se´parable de K˜ dans K˜s. Soit G (resp. Π) le groupe
de Galois de K˜s sur K˜ (resp. le quotient du groupe de Galois de Ks sur K par
son sous-groupe de ramification). On dispose d’une suite exacte
1→ Hom(|(Ks)∗|/|K∗|, K˜s∗)→ Π→ G→ 1.
Le lemme de Zorn assure l’existence d’une extension mode´re´ment ramifie´e M
de K incluse dans Ks, telle que M˜ soit e´gal a` K˜, et maximale pour cette
proprie´te´. Le choix de M fournit une section de la suite exacte ci-dessus ; le
groupe |(Ks)∗|/|M∗| est de torsion p-primaire.
(1.2) On choisit un isomorphisme entre |(Ks)∗|/|K∗|, qui est divisible et de
torsion, et
⊕
(Ql/Zl)(Il), ou` Il est pour tout nombre premier l un ensemble



















Si F est un faisceau e´tale provenant d’un Π-module de torsion premie`re a`
p alors pour tout entier q le groupe Hq(K,F ) s’identifie a` Hq(Π,F ) puisque
le sous-groupe de ramification de Gal(Ks/K) en est un pro-p-sous-groupe dis-
tingue´.
(1.3) On fixe un nombre premier l diffe´rent de p. Soit n un entier. On identifie le
sous-groupe de ln-torsion de |(Ks)|∗/|K∗| a` (Z/ln)(Il). Soit (ai)i∈Il une famille
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d’e´le´ments de K∗ telle que (|ai|1/ln)i forme une base du Z/ln-module libre
(Z/ln)(Il).
(1.4) Remarque. Notons que si (|ai|1/ln)i est la base canonique de (Z/ln)(Il)
alors la classe (ai) de H
1(K,µln) est donne´e pour tout i par le cocycle qui envoie





⋊ G sur l’image du i-ie`me facteur de u par
la projection
Zl(1)→ (Zl(1)/ln) ≃ µln .
(1.5) Munissons Il d’un ordre arbitraire. Pour toute partie finie J de Il on note
(aJ) l’e´le´ment du groupe H
|J|(K,Z/ln(|J |)) e´gal au cup-produit des (ai) ou` i
parcourt J et ou` les ai sont range´s dans le sens des i croissants.
(1.6) Lemme. Soit F un faisceau e´tale sur K donne´ par un G-module fini
annule´ par ln. Soit q un entier. Tout e´le´ment du groupe Hq(K,F ) s’e´crit alors
de manie`re unique comme une somme∑
(aJ ) ∪ hJ
ou` J parcourt l’ensemble des parties de Il de cardinal majore´ par q, ou` hJ
appartient pour tout J au groupe Hq−|J|(K˜,F (−|J |)) et ou` les hJ sont presque
tous nuls.
De´monstration. Par multiline´arite´ du cup-produit il suffit de le montrer dans
le cas ou` (|ai|1/ln)i est la base canonique de (Z/ln)(Il). Munissons Z(I) de l’ordre
lexicographique induit par un ordre quelconque sur I et le corps K˜(Ti)i∈I (ou` les
Ti sont des inde´termine´es) de la valuation qui envoie pour tout i l’inde´termine´e
Ti sur l’e´le´ment de Z(I) valant 1 en i et 0 ailleurs. Soit K˜(Ti)hi le hense´lise´
de K˜(Ti)i pour ladite valuation. Soit K une extension alge´brique de K˜(Ti)hi
obtenue par adjonction pour tout i un syste`me compatible de racines de Ti
d’ordre premier a` µ, ou` µ est le nombre premier tel que i appartienne a` Iµ.
(1.6.1) Le lemme est vrai pour le corps K, avec ai e´gal a` Ti pour tout i dans Il.
Pour le voir, on se rame`ne aussitoˆt, par un argument de limite inductive, au cas
d’un nombre fini d’inde´termine´es. Ensuite une re´currence imme´diate autorise
a` supposer qu’il n’y en a qu’une, que l’on note T . L’ensemble I est alors un
singleton et est e´gal a` Iµ pour un nombre premier µ fixe´ (qui est diffe´rent de p).
Le groupe |K∗| est dans ces conditions isomorphe a` Z(µ) et le groupe d’inertie
a` Zµ. Si µ est diffe´rent de l alors Il est vide et le groupe d’inertie e´tant un
pro-µ-groupe on dispose d’un isomorphisme Hq(K,F ) ≃ Hq(K˜,F ) ; le lemme
est donc vrai dans ce cas.
Si µ est e´gal a` l alors utilise la` encore un argument de limite inductive pour
modifier a` nouveau K et faire l’hypothe`se que c’est le hense´lise´ de K˜(T 1/e)
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pour un certain e premier a` l. C’est en particulier un corps hense´lien pour une
valuation discre`te dont T 1/e est une uniformisante. Il est de`s lors classique et
bien connu que toute classe de Hq(K,F ) a une unique e´criture sous la forme
η0 +(T
1/e)∪ η1 ou` η0 appartient a` Hq(K˜,F ) et η1 a` Hq−1(K˜,F (−1)). Comme
e est inversible modulo ln on a e´galement existence et unicite´ de l’e´criture sous
la forme h0 + (T ) ∪ h1 ou` h0 appartient a` Hq(K˜,F ) et h1 a` Hq−1(K˜,F (−1))
et la` encore le lemme est vrai.
(1.6.2) Le lemme est donc e´tabli lorsque K est e´gal a` K. Or le 1.4 permet






⋊G. La validite´ du re´sultat souhaite´ sur
le corps K l’implique donc dans le cas ge´ne´ral. 
Composition avec une valuation discre`te
(1.7) On conserve les notations du 1.1 ; on suppose de plus que K˜ est muni
d’une valuation discre`te v dont on note κ le corps re´siduel. Soit K le hense´lise´
de K pour la compose´e de | | et v. Le corps re´siduel de K est e´gal a` κ. Ce
qu’on notera p sera de´sormais l’exposant caracte´ristique du corps κ. Soit l un
nombre premier diffe´rent de p, soit n un entier et soit F un κ-faisceau e´tale
donne´ par un module galoisien fini annule´ par ln. Conside´rons une famille (ai)
de K∗ sujette a` la meˆme condition que celle du 1.3. On ordonne Il et on de´finit
(aJ) pour toute partie finie J de Il comme au 1.5. Soit τ un e´le´ment de K
o tel
que τ˜ soit une uniformisante de v.
(1.8) Soit q un entier et soit h un e´le´ment de Hq(K,F ). Le lemme 1.6 affirme
que h a une unique e´criture sous la forme
∑
(aJ) ∪ hJ ou` hJ appartient pour
tout J a` Hq−|J|(K˜,F (−|J |)).
Soit K˜h le hense´lise´ de K˜ pour la valuation v. Fixons J . L’image de la classe
hJ dans H
q−|J|(K˜h,F (−|J |)) a (toujours d’apre`s le lemme 1.6) une unique
e´criture sous la forme hJ,0 + (τ˜ ) ∪ hJ,1 ou` hJ,0 appartient a` Hq−|J|(κ,F (−|J |))
et hJ,1 a` H
q−|J|−1(κ,F (−|J | − 1)).
(1.9) On en de´duit (en de´composant la valuation de K a` l’aide de celle de K˜h
et en appliquant encore le lemme 1.6), que h|K s’e´crit∑
J
(aJ ) ∪ hJ,0 + (aJ) ∪ (τ) ∪ hJ,1.
Toujours d’apre`s le lemme 1.6 la classe h|K est nulle si et seulement si toutes




Extension de rang rationnel relatif e´gal a` 1
(1.10) Contexte et notations. Soit F un corps hense´lien pour une valuation
| |. On fixe une cloˆture se´parable F s de F , on note Γ le groupe ordonne´ |(F s)∗| et
G le groupe de Galois de F s sur F . Soit K un corps value´ hense´lien prolongeant
F dans lequel ce dernier est alge´briquement clos. Soit L le corps K ⊗F F s. On
suppose que K˜ est fini (et donc ne´cessairement purement inse´parable) sur F˜
et que le groupe |L∗|/Γ est libre de rang 1. Le quotient de |K∗|/|F ∗| par sa
torsion s’injecte dans |L∗|/Γ et s’identifie donc (le conoyau de ce plongement
e´tant de torsion) a` (|L∗|/Γ)m pour un certain entier m strictement positif que
l’on appellera la pathologie de l’extension K/F . On dira que l’on a oriente´ K
si l’on choisit un ge´ne´rateur (parmi les deux possibles) de |K∗|/|F ∗| modulo sa
torsion. Il revient au meˆme de se donner un ge´ne´rateur de |L∗|/Γ.
(1.11) Exemple de pathologie non triviale. Soit k un corps complet pour
une valuation discre`te et de caracte´ristique nulle. Supposons que le corps re´siduel
k˜ est de caracte´ristique 2 et non parfait. Munissons k de la valeur absolue
compatible avec sa valuation et telle que |2| soit e´gale a` 1/2. Soit a appartenant
a` ko tel que a˜ ne soit pas un carre´. Soit r un re´el strictement compris entre 1/2
et 1 et n’appartenant pas a`
√
|k∗|. Soit E le corps k{T/r}(√T − a). On a alors
E˜ = k˜(
√
a˜) et |E∗| = |k∗| ⊕ rZ. L’e´le´ment √T − a−√a de E ⊗k k(
√
a) est de
valeur absolue e´gale a`
√
r ; la pathologie de l’extension E/k est en conse´quence
non triviale.
(1.12) On revient aux notations du 1.10. Soit Ls une cloˆture se´parable de
L ; c’est e´galement une cloˆture se´parable de K. Comme le corps re´siduel L˜ est
alge´briquement clos le groupe Gal (Ls/L) est son propre sous-groupe d’inertie.
Soit W son groupe de ramification et soit π le quotient de Gal (Ls/L) par W .
Il est canoniquement isomorphe a` Hom(|(Ls)∗|/|L∗|, L˜s∗).
Supposons que l’on a oriente´ K. Soit ξ appartenant a` K∗ dont l’image
dans |K∗|/|F ∗| modulo sa torsion est le ge´ne´rateur choisi. On dira qu’un tel
ξ repre´sente l’orientation choisie. Le groupe Γ e´tant divisible il existe τ ap-
partenant a` L∗ tel que |τ |m soit e´gal a` |ξ| ; l’image de |τ | dans |L∗|/Γ en est
un ge´ne´rateur. Comme Γ est divisible le groupe |L∗| est e´gal a` |τ |Z ⊕ Γ, et
|(Ls)∗)|/|L∗| est en conse´quence isomorphe a` Q/Z. Le groupe de ramification
mode´re´e est donc isomorphe au produit des Zl pour l premier a` p, produit que
l’on notera simplement Ẑ6=p. Pour tout entier n premier a` p l’unique quotient
d’ordre n de Ẑ6=p correspond a` l’extension obtenue en adjoignant a` L n’importe
quelle racine n-ie`me de n’importe quel e´le´ment de valuation e´gale a` |τ |. Comme
Ẑ6=p est abe´lien l’isomorphisme entre ce dernier et le groupe de ramification
mode´re´e est inde´pendant du choix de la cloˆture se´parable Ls, mais pas du choix
de l’orientation : si on modifie cette dernie`re l’isomorphisme en question est
change´ en son oppose´.
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(1.13) Le quotient Π du groupe de Galois de Ls sur K par W s’inse`re donc
inde´pendamment du choix de Ls dans une suite exacte courte
1→ π → Π→ G→ 1.
On dira qu’uneK-alge`bre e´tale est ge´ome´triquement mode´re´ment ramifie´e si elle
peut eˆtre de´finie par un Π-ensemble. Une K-alge`bre e´tale est ge´ome´triquement
mode´re´ment ramifie´e si et seulement si elle devient isomorphe, apre`s tensorisa-
tion par F s, a` un produit d’extensions mode´re´ment ramifie´es de L.
Comme π est abe´lien la suite exacte ci-dessus induit une vraie action de G sur
π. Un choix d’orientation sur K fournit d’apre`s ce qui pre´ce`de un isomorphisme
entre π et Ẑ6=p, et donc une action de G sur Ẑ6=p. Un calcul imme´diat montre
que Ẑ6=p, vu comme G-groupe abe´lien profini via cette action, est isomorphe a`
Ẑ6=p(1).
(1.14) Soit M un Π-module fini de cardinal premier a` p. Il de´finit en partic-
ulier un faisceau e´tale sur K, note´ encore M . Comme le groupe de ramification
est un pro-p-groupe distingue´ dans Gal(Ls/K) la fle`che naturelle Hq(Π,M) →
Hq(K,M) est un isomorphisme.
On fixe une orientation sur K et on s’en donne un repre´sentant ξ. On rap-
pelle que m de´signe la pathologie de K et on choisit un e´le´ment τ de (Ks)∗
ve´rifiant l’e´galite´ |τ |m = |ξ|.
(1.15) Proposition. La pathologie m de K est une puissance de p.
De´monstration. La fle`che naturelle de Gal (L/K) dans Gal (F s/F ) est un
isomorphisme. Comme K˜ est une extension finie purement inse´parable de F˜ le
sous-groupe d’inertie de Gal (L/K) est le meˆme que celui de Gal (F s/F ), et les
sous-groupes de ramifications sont e´galement les meˆmes (le groupe de ramifi-
cation e´tant simplement l’unique p-sous-groupe de Sylow du groupe d’inertie).
Soit E l’extension mode´re´ment ramifie´e maximale de F dans F s. D’apre`s ce
qu’on vient de voir K ⊗F E est l’extension mode´re´ment ramifie´e maximale de
K dans L. Le morphisme Gal ((K⊗FE)/K)→ Gal (E/F ) est un isomorphisme.
Or le premier de ces groupes s’identifie a` Hom(|(K ⊗F E)∗|/|K∗|, (K˜ ⊗F E)∗),
et meˆme plus pre´cise´ment a` Hom(|(K ⊗F E)∗|/|K∗|, E˜∗) puisque K˜ ⊗F E est
une extension purement inse´parable de E˜, d’ou` il de´coule que la torsion de
(K˜ ⊗F E
∗
) est incluse dans E˜∗. Le second de ces groupes est canoniquement
isomorphe a` Hom(|E∗|/|F ∗|, E˜∗).
Soit s le plus grand entier strictement positif tel que |ξ|1/s appartienne a`
|(K ⊗F E)∗|. Comme K ⊗F E est mode´re´ment ramifie´ sur K l’entier s est
premier a` p. Comme F s/E est une p-extension l’entier m est de la forme prs
pour un certain r. Fixons une racine primitive s-ie`me de l’unite´ dans E˜ et notons
ϕ le morphisme de |τ |prZ ⊕ Γ dans E˜∗ qui est nul sur Γ et envoie |τ |pr sur la
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racine en question. Alors ϕ induit un morphisme de |(K ⊗F E)∗|/|K∗| vers E˜∗
dont la restriction a` |E∗|/|F ∗| est triviale. Le morphisme lui-meˆme est trivial
en vertu de ce qui pre´ce`de, ce qui montre que s est e´gal a` 1 et donc que m est
e´gal a` pr. 
(1.16) Proposition. Soit n un entier premier a` p et soit M un G-module fini
annule´ par n. Soit q un entier. L’application (h, η) 7→ h + (ξ) ∪ η induit un
isomorphisme
Hq(F,M)⊕Hq−1(F,M(−1)) ≃ Hq(K,M).
De´monstration. Il suffit de le de´montrer dans le cas ou` n est de la forme ld
ou` l est un nombre premier diffe´rent de p et d un entier. Plac¸ons-nous sous cette
hypothe`se et soit (ai)i une famille d’e´le´ments de F
∗ telle que (|ai|)i forme une
Z/ld-base de la ld-torsion de |(F s)∗|/|F ∗|. La pathologie e´tant une puissance de
p est en particulier premie`re a` l, et de ce fait la re´union de (|ai|)i et de |ξ| forme
une Z/ld-base de |(Ks)∗|/|K∗|. On peut de`s lors appliquer la proposition 1.6 :
si l’on munit l’ensemble I des indices d’un ordre arbitraire alors toute classe de
Hq(K,M) a une unique de´composition sous la forme
h =
∑
(aJ ) ∪ hJ,0 +
∑
(ξ) ∪ (aJ ) ∪ hJ,1
ou` J parcourt l’ensemble des parties finies de I, et ou` pour J fixe´e les classes
hJ,0 et hJ,1 appartiennent respectivement aux groupes H
q−|J|(K˜,M(−|J |)) et
Hq−|J|−1(K˜,M(−|J |−1)) ; la notation (aJ) a quant a` elle e´te´ introduite au 1.5.
D’autre part, toujours par la proposition 1.6, on peut e´crire pour tout entier
δ toute classe λ de Hδ(F,M) d’une unique manie`re sous la forme
∑
(aJ) ∪ λJ
ou` λJ est pour toute partie finie J de I un e´le´ment de H
δ−|J|(F˜ ,M(−|J |)).
Mais F˜ →֒ K˜ est finie et purement inse´parable ; en conse´quence les fle`ches de
restriction de la cohomologie de F˜ vers celle de K˜ sont des isomorphismes. Le
re´sultat cherche´ s’en de´duit aussitoˆt. 
2 Pseudo-couronnes et pseudo-disques
De´finitions ge´ne´rales et premie`res proprie´te´s
(2.1) Notations. Si L est un corps ultrame´trique complet on notera Lrad sa
cloˆture radicielle et L̂rad le comple´te´ de cette dernie`re. On se donne pour toute
la suite un corps k complet pour une valeur absolue ultrame´trique non triviale
| . |. On de´signera par p l’exposant caracte´ristique du corps re´siduel k˜. On fixe
une cloˆture alge´brique ka de k et l’on note k̂a son comple´te´. On de´signe par ks la
fermeture se´parable de k dans ka. La notion d’espace k-analytique sera a` prendre
au sens de Berkovich ([1],[2]). Si X est un espace k-analytique dont les domaines
affino¨ıdes sont re´duits on notera c(X) l’anneau des sections globales du faisceau
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des fonctions constantes sur X . Lorsque X est connexe et non vide c(X) est un
corps de dimension finie sur k, se´parable si X est ge´ome´triquement re´duit. Une
k-courbe analytique (ou simplement une k-courbe s’il n’y a pas d’ambigu¨ıte´) sera
un espace k-analytique se´pare´, paracompact et purement de dimension 1.
(2.2) On appellera k-disque (resp. k-couronne) (ou simplement disque ou couronne
s’il n’y a pas d’ambigu¨ıte´ sur le corps de base) tout espace k-analytique isomor-
phe a` un domaine de la droite affine de´fini par une ine´galite´ de la forme |t| < R
(resp. r < |t| < R) ou` R est strictement positif et peut e´ventuellement eˆtre pris
e´gal a` +∞, ou` r est positif ou nul et ou` r est strictement infe´rieur a` R. Une
fonction induisant un tel isomorphisme sera appele´ une fonction coordonne´e.
Si X est une couronne et si Y est un ouvert de X on dira que Y est une sous-
couronne de X si c’est une couronne et si la restriction a` Y de toute fonction
coordonne´e de X en est une fonction coordonne´e (il suffit que ce soit vrai pour
une fonction coordonne´e). Si X est un disque et si Y est un ouvert de X on
dira que Y est une sous-couronne de X si c’est une couronne et si la restriction
a` Y de toute fonction coordonne´e de X en est une fonction coordonne´e ayant
meˆme borne supe´rieure en norme sur X et sur Y (il suffit que ce soit vrai pour
une fonction coordonne´e). Les notions de couronne, de disque, de sous-couronne,
de fonction coordonne´e...sont trivialement stables par changement de corps de
base.
(2.2.1) Remarque. On conside`re donc ici la droite affine comme un disque,
et un disque ouvert e´pointe´ ou le groupe multiplicatif comme des couronnes ;
ces abus de langage sont justifie´s par le fait que la the´orie des faisceaux e´tales
”raisonnables” sur la droite affine (resp. le disque ouvert e´pointe´ et le groupe
multiplicatif) est la meˆme que sur un disque ouvert (resp. une couronne) comme
on le verra ci-dessous, et c’est cette the´orie qui nous inte´resse ici.
(2.2.2) Soit X une k-couronne. L’espace topologique sous-jacent est un arbre
re´el avec deux bouts. Si x et y sont deux points de X on dit que x ≤ y si pour
toute fonction f analytique sur X on a l’ine´galite´ |f(x)| ≤ |f(y)|. L’ensemble
S(X) des points maximaux pour cette relation d’ordre est l’unique intervalle re´el
ouvert qui joint les deux bouts de X et est appele´ le squelette de X . Pour tout x
appartenant a` X l’ensemble des majorants de x posse`de un plus grand e´le´ment
note´ x1 qui est donc sur S(X). Pour tout t compris entre 0 et 1 l’ensemble des
points y tels que pour toute fonction f sur X l’on ait l’encadrement
|f(x) ≤ |f(y)| ≤ (1− t)|f(x)| + t|f(x1)|
posse`de un plus grand e´le´ment xt (la notation est compatible avec la pre´ce´dente
lorsque t vaut 1, et x0 est e´gal a` x). L’application (x, t) 7→ xt de´finit une
re´traction de X sur S(X). Par sa construction meˆme cette re´traction commute
a` tout automorphisme de X meˆme s’il n’induit pas l’identite´ sur k.
Identifions X a` un domaine de la droite affine de´fini par une condition de la
forme r < |t| < R. Le squelette S(X) correspond alors a` l’ensemble {ηs}r<s<R
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Notons enfin qu’il n’y a, modulo les fonctions de norme constante, que deux
fonctions coordonne´es sur X . En choisir une e´quivaut a` orienter S(X) (dans le
sens qui la rend croissante en norme). Si l’on fait un tel choix on dira que l’on
a oriente´ X et on dira de toute fonction coordonne´e croissante en norme sur
S(X) qu’elle repre´sente l’orientation fixe´e.
(2.3) Soit X un bon espace k-analytique connexe, non vide et re´duit. On dira
que X est un pseudo-disque s’il existe une extension finie L de k̂rad telle que
X×kL soit une somme disjointe de L-disques. Il revient au meˆme de demander
que c(X) soit se´parable sur k et que X ×
c(X) L soit un L-disque pour une
certaine extension finie L de ̂c(X)rad. On dira que X est une pseudo-couronne
si topologiquement X est un arbre re´el a` deux bouts et s’il existe une extension
finie L de k̂rad telle que X×k L soit une somme disjointe de L-couronnes. Cette
dernie`re condition e´quivaut a` demander que c(X) soit se´parable sur k et que
X ×
c(X) L soit une L-couronne pour une certaine extension finie L de ̂c(X)rad.
Si X est un pseudo-disque (resp. une pseudo-couronne) et si L est une extension
de c(X) on dira que L de´ploie X si X×
c(X)L est un disque (resp. une couronne).
Soit X un pseudo-disque (resp. une pseudo-couronne). On appellera sous-
pseudo-couronne de X tout ouvert Y de X tel que Y ×
c(X) L soit une sous-
couronne de X ×
c(X)L pour une (et donc pour toute) extension finie L de c(X)
de´ployant X . Notons que dans ce cas c(Y ) est e´gal a` c(X).
Si X est un pseudo-disque (resp. une pseudo-couronne) et que Z en est une
sous-pseudo-couronne alors pour tout corps value´ complet L au-dessus de c(X)
l’espace X ×
c(X) L est un L-pseudo-disque (resp. une L-pseudo-couronne) et
Z ×
c(X) L en est une sous-pseudo-couronne.
(2.4) Exemple de pseudo-disque ge´ome´triquement connexe non triv-
ial. Soit X la fibre ge´ne´rique d’un ko-sche´ma formel lisse X purement de di-
mension 1 et soit x un point ferme´ de Xs dont le corps re´siduel est purement
inse´parable et de degre´ au moins e´gal a` p sur k˜. Soit Z l’image re´ciproque
de x dans X par l’application de re´duction. Alors Z ne posse`de aucun point k-
rationnel (puisque l’image d’un tel point sur Xs est ne´cessairement k˜-rationnelle).
Il existe une extension finie se´parable L de k telle que L˜ s’identifie au corps
re´siduel de x. L’image re´ciproque de x sur Xs ×k˜ L˜ est un singleton forme´ d’un
point L˜-rationnel ; on en de´duit que Z ×k L est un L-disque.
(2.5) Soit X une pseudo-couronne. On notera S(X) l’unique intervalle ouvert
qui joint les deux bouts de X et on l’appelle le squelette de X . Une orientation
sur X sera une orientation sur S(X). Soit L une extension finie galoisienne
de ̂c(X)rad de´ployant X ; notons Y la couronne X ×
c(X) L. De´signons par G le
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groupe de Galois de L sur ̂c(X)rad. En vertu des remarques faites en 2.2.2 l’action
de G sur Y commute a` la re´traction de Y sur S(Y ) et stabilise en particulier ce
dernier. Soit t une fonction coordonne´e sur Y et soit g appartenant a` G. L’image
de t par g est de la forme λtε(1+u) ou` λ appartient a` L∗, ou` ε vaut 1 ou −1 et ou`
u est une fonction L-analytique de valeur absolue partout strictement infe´rieure
a` 1 sur Y . Si ε valait −1 alors g e´changerait les deux bouts de Y et donc X
n’aurait qu’un seul bout, ce qui est exclu par de´finition d’une pseudo-couronne.
Un calcul imme´diat montre alors que g 7→ λ est un cocycle, donc par le the´ore`me
de Hilbert 90 est de la forme g 7→ g(µ)/µ pour un certain e´le´ment µ fixe´ de L∗.
En particulier λ est toujours de valeur absolue e´gale a` 1, d’ou` il de´coule que G
agit trivialement sur l’espace topologique S(Y ). La projection Y → X induit
en conse´quence un home´omorphisme entre S(Y ) et S(X). Pour tout point x
de S(X) le corps c(X) est alge´briquement clos dans H (x) et si y de´signe son
unique ante´ce´dent sur Y alors H (y) s’identifie a` l’extension L⊗
c(X) H (x).
Soit L un corps value´ complet au-dessus de c(X). De ce qui pre´ce`de on de´duit
que X ×
c(X) L → X induit un home´omorphisme entre S(X ×c(X) L) et S(X).
En particulier toute orientation de X en de´finit une sur X ×
c(X) L.
(2.6) SoitX un pseudo-disque. Soit L une extension finie galoisienne de ̂c(X)rad
telle que X×
c(X)L soit un disque, que l’on notera Y . De´signons par G le groupe
de Galois de L sur k et identifions Y (par le choix d’une fonction coordonne´e) a`
un domaine de la droite affine sur L de´fini par une ine´galite´ de la forme |t| < R.
Soit g un e´le´ment de G. On peut e´crire g(t) sous la forme α+λt+t2ϕ(t) ou` α est
un scalaire de valeur absolue strictement infe´rieure a` R et ou` ϕ est une fonction
analytique telle que |t2ϕ(t)| < |λ||t| en tout point de Y . On montre comme
ci-dessus que |λ| est e´gale a` 1. On en de´duit qu’il existe une sous-couronne Z
de Y stabilise´e par G. D’apre`s le 2.5 le groupe G agit trivialement sur l’espace
topologique S(Z). L’image de Z sur X en est une sous-pseudo-couronne dont
l’image de S(Z) est le squelette. L’un des deux bouts de cet intervalle est l’unique
bout de X .
La cohomologie des pseudo-disques et pseudo-couronnes
(2.7) Soit X un espace k-analytique. Un reveˆtement fini e´tale Y → X sera dit
ge´ome´triquement mode´re´ si toute composante connexe de Y ×k k̂a s’identifie a`
un quotient d’un reveˆtement fini galoisien d’ordre premier a` p d’une composante
connexe de X ×k k̂a. Des exemples de ce type de reveˆtement sont fournis par
les reveˆtements galoisiens d’ordre premier a` p ou, si les domaines affino¨ıdes de
X sont re´duits, par les reveˆtements provenant d’une c(X)-alge`bre e´tale. Si X
est connexe alors tout point ge´ome´trique x de X fournit un groupe profini
πgmod1 (X,x) et une e´quivalence naturelle entre la cate´gorie des reveˆtements
e´tales ge´ome´triquement mode´re´s de X et celle des πgmod1 (X,x)-ensembles dis-
crets. On dira que πgmod1 (X,x) est le groupe fondamental ge´ome´triquement
mode´re´ de l’espace pointe´ (X,x).
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Si X est ge´ome´triquement connexe et si x est un point ge´ome´trique qui se
factorise par X ×k k̂a on dispose d’une suite exacte
1→ πgmod1 (X ×k k̂a, x)→ πgmod1 (X,x)→ Gal (ka/k)→ 1.
(2.8) Soit Y un espace k̂a-analytique et soit y un point ge´ome´trique de Y .
Berkovich a e´tabli les deux re´sultats suivants :
• Si Y est un disque alors πgmod1 (Y, y) est trivial.
• Si Y est une couronne alors la donne´e d’une fonction coordonne´e sur Y
induit un isomorphisme entre π1
gmod(Y, y) et Ẑ6=p.
Plac¸ons-nous dans le cas de la couronne et donnons-nous une fonction coor-
donne´e t sur Y . Pour tout entier n premier a` p l’unique quotient de Ẑ6=p d’ordre
n correspond au reveˆtement fourni par l’extraction d’une racine n-ie`me de t. On
en de´duit que l’isomorphisme π1
gmod(Y, y) ≃ Ẑ6=p ne de´pend que de la classe
de t modulo les fonctions de norme constante ; il est donc bien de´termine´ par
le choix d’une orientation sur Y . Si l’on change l’orientation en son oppose´e (ce
qui revient a` remplacer t par t−1) l’isomorphisme est compose´ avec la multi-
plication par (−1). Notons enfin que comme Ẑ6=p est abe´lien l’on dispose d’un
isomorphisme canonique πgmod1 (Y, y) ≃ πgmod1 (Y, z) pour tout couple (y, z) de
points ge´ome´triques de Y .
(2.9) Remarque. Soit Y une k̂a-couronne, soit Z une sous-couronne de Y et
soit z un point ge´ome´trique de Z. La fle`che naturelle πgmod1 (Z, z)→ πgmod1 (Y, z)
est alors un isomorphisme.
(2.10) Soit Y un espace k̂a-analytique qui est un disque ou bien une couronne.
Le groupe πgmod1 (Y, y) est inde´pendant (a` isomorphisme unique pre`s) du point
ge´ome´trique y de Y . On le note simplement π. Soit F un faisceau sur Y
provenant d’un π-module fini de cardinal premier a` p que l’on notera encore
F .
(2.11) Lemme. Avec les hypothe`ses et notations ci-dessus la fle`che naturelle
Hi(π,F ) → Hi(Y,F ) est un isomorphisme pour tout entier i. En particulier
le groupes Hi(Y,F ) est fini pour tout i, et nul si Y est un disque et si i est
strictement positif.
De´monstration. C’est clair si i est e´gal a` 0. Supposons que i soit e´gal a` 1
et soit h une classe appartenant a` H1(Y,F ). Comme F est ge´ome´triquement
mode´re´ il existe un reveˆtement ge´ome´triquement mode´re´ Z → Y tel que F|Z
soit isomorphe au faisceau constant associe´ a` un certain groupe fini G d’ordre
premier a` p. La classe h|Z est celle d’un reveˆtement T → Z de groupe G, qui
est donc ge´ome´triquement mode´re´. Or T trivialise h, ce qui permet de conclure.
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Si i est au moins e´gal a` 3 le lemme est vrai puisque les deux groupes sont
nuls pour des raisons de dimension cohomologique. Dans le cas ou` i est e´gal
a` 2 et ou` F est constant c’est vrai aussi puisque les deux groupes sont nuls,
le premier encore pour des raisons de dimension cohomologique et le second
d’apre`s Berkovich. Dans le cas ge´ne´ral il existe un reveˆtement fini galoisien
Z → Y connexe et d’ordre premier a` p tel que la restriction de F a` Z soit
constante. La comparaison des suites spectrales de Hochschild-Serre relatives a`
la cohomologie des groupes et a` la cohomologie e´tale permet de conclure. 
(2.12) Soit X une courbe k-analytique qui est ou bien un pseudo-disque ou
bien une pseudo-couronne. Fixons un k-plongement c(X) →֒ ka et notons G
le groupe Gal (ka/c(X)). Soit x un point ge´ome´trique de X se factorisant par
X ×
c(X) k̂a. Le groupe π
gmod
1 (X ×c(X) k̂a, x) ne de´pend pas (a` isomorphisme
unique pre`s) du choix de x ; notons-le π. On dispose d’une suite exacte
1→ π → πgmod1 (X,x)→ G→ 1.
Notons que πgmod1 (X,x) est lui aussi inde´pendant du choix de x a` un isomor-
phisme unique pre`s (pourvu que x soit astreint a` se factoriser par le plongement
fixe´ c(X) →֒ ka). Dans le cas ou` X est un pseudo-disque π est trivial et l’exacti-
tude de la suite signifie simplement que πgmod1 (X,x)→ G est un isomorphisme.
Dans le cas ou` X est une pseudo-couronne orientons-la (on oriente du meˆme
coup X ×
c(X) k̂a). Ce choix fournit un isomorphisme π ≃ Ẑ6=p et la suite exacte
ci-dessus induit une action de G sur π (une vraie action puisque π est abe´lien)
et donc sur Ẑ6=p. Un calcul simple montre que ce dernier est alors isomorphe,
comme groupe profini muni d’une action de G, a` Ẑ6=p(1).
(2.13) Conservons les notations π et G introduites ci-dessus ; notons Π le
groupe πgmod1 (X,x). Soit F un faisceau sur X provenant d’un Π-module fini de
cardinal premier a` p que l’on note encore F . Si X est un pseudo-disque alors Π
s’identifie a` G et F peut eˆtre vu comme un c(X)-faisceau e´tale.
(2.14) Lemme. Avec les hypothe`ses et notations ci-dessus la fle`che naturelle
Hi(Π,F ) → Hi(X,F ) est un isomorphisme pour tout entier i. En particulier
si X est un pseudo-disque (auquel cas F est un c(X)-faisceau e´tale) alors
Hi(c(X),F )→ Hi(X,F ) est un isomorphisme pour tout entier i.




c(X) k̂a,F ) )⇒ Hp+q(X,F ).
Pour tout entier q la fle`che Hq(π,M)→ Hq(X×
c(X) k̂a,F ) est un isomorphisme
en vertu du lemme 2.11. Le re´sultat cherche´ vient aussitoˆt. 
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(2.15) Remarque. Si X est une pseudo-couronne et si Z en est une sous-
pseudo-couronne il re´sulte de ce qui pre´ce`de que pour tout point ge´ome´trique
z de Z le morphisme naturel πgmod1 (Z, z) → πgmod1 (X, z) est un isomorphisme.
Pour tout faisceau F sur X provenant d’un πgmod1 (X, z)-module fini de torsion
premie`re a` p et pour tout entier q la fle`che naturelle Hq(X,F )→ Hq(Z,F ) est
un isomorphisme.
3 Les syste`mes de composantes et les valuations
associe´es
(3.1) On va rappeler et e´tendre certains re´sultats de [12] (prop. 1.11, prop.
1.23....). Ils y sont e´nonce´s dans le cas d’une courbe lisse, ils vont l’eˆtre ci-
dessous mutatis mutandis dans le cas d’une courbe quasi-lisse, c’est-a`-dire dont
tout point a un voisinage isomorphe a` un domaine affino¨ıde d’une courbe lisse.
Le passage de lisse a` quasi-lisse ne sera pas de´taille´ ; il repose sur le fait qu’un
domaine affino¨ıde est toujours re´union de domaines affino¨ıdes rationnels ([13],
lemme 2.4) et sur l’e´tude locale de la variation des normes de fonctions sur une
courbe lisse ([12], (1.19), (1.20) et prop. 1.21).
(3.2) Soit X une courbe k-analytique quasi-lisse et soit P un point de X . On
appellera syste`me de composantes adhe´rent a` P tout e´le´ment de lim
←
π0(V −{P})
ou` V parcourt l’ensemble des voisinages ouverts de P . Si E est un tel syste`me et
si V est un ouvert contenant P on notera EV la composante connexe de V −{P}
de´finie par E .
(3.3) Lemme. Soit P un point de X et soit f une fonction me´romorphe au
voisinage de P . Soit E un syste`me de composantes adhe´rent a` P . Il existe un
voisinage ouvert V de P tel que f soit analytique sur EV et tel que la valeur
absolue de |f | soit ou bien partout strictement infe´rieure a` 1, ou bien partout
e´gale a` 1, ou bien partout strictement supe´rieure a` 1 sur EV . Pour tous les
syste`mes de composantes adhe´rents a` P a` l’exception d’un nombre fini d’entre
eux c’est le second terme de l’alternative qui est vrai.
De´monstration. C’est e´tabli dans le cas lisse dans [12] ( proposition 1.11),
lorsque f est analytique et inversible au voisinage de P . Cela s’e´tend sans
proble`mes au cas quasi-lisse. Si l’anneau OX,P est un corps la fonction f est
ou bien identiquement nulle ou bien de´finie et inversible au voisinage de P , ce
qui permet de conclure d’apre`s ce qui pre´ce`de. Sinon P est un point rigide et si
f a un ze´ro ou un poˆle en P alors |f | tend vers ze´ro ou vers l’infini a` l’approche
de P . Le re´sultat souhaite´ s’en de´duit aussitoˆt. 
(3.4) Si P est un point de X notons MP la fibre en P du faisceau des fonctions
me´romorphes sur X . Notons que si X n’est pas rigide alors MP est e´gal a` OX,P ,
et posse`de une valeur absolue canonique induite par l’e´valuation en P . Soit E un
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syste`me de composantes adhe´rent a` P . Le lemme ci-dessus permet d’associer a` E
une valuation sur MP que l’on notera vE . Si P est un point de type (1) ou (4) il
n’y a qu’un seul syste`me de composantes E adhe´rent a` P ; si de plus P est rigide
alors vE est compose´e de la valuation discre`te de MP avec la valeur absolue de
H (P ), sinon toute ine´galite´ entre |f | et un scalaire valable en P l’est encore
au voisinage de P et donc vE est simplement la valeur absolue canonique de
MP . Si P est un point de type (3) il y a au plus deux syste`mes de composantes
adhe´rents a` P (exactement 2 si P n’est pas situe´ sur le bord de la courbe).
Soit E un tel syste`me ; alors vE est simplement la valeur absolue canonique
de MP ([12], (1.17)). Soit P un point de type (2) et soit C l’unique courbe
projective, normale, et ge´ome´triquement inte`gre sur la fermeture alge´brique de
k˜ dans H˜ (P ) dont le corps des fonctions est H˜ (P ). L’ensemble des syste`mes
de composantes adhe´rents a` P est en bijection avec l’ensemble des points ferme´s
d’un ouvert non vide de C (e´gal a` C si P est un point inte´rieur de X). Si E est
un syste`me de composantes la valuation vE est la compose´e de la valeur absolue
canonique de MP et de la valuation discre`te de H˜ (P ) associe´e au point ferme´
de C correspondant ([12], 1.18).
Notons que d’apre`s ce qui pre´ce`de si P n’est pas de type (3) alors vE
de´termine E . Pour tout point P de X et tout syste`me de composantes E
adhe´rent a` P on de´signe par O(E ) l’anneau lim
→
O(EV ) ou` V parcourt l’ensemble
des voisinages ouverts de P .
(3.5) Proposition. Soit P un point de X et soit E un syste`me de composantes
adhe´rent a` P . Soit f un e´le´ment de O(E ) entier sur MP . Alors les conclusions
du lemme 3.3 sont encore valables pour f et permettent de munir la fermeture
inte´grale O(E )alg de MP dans O(E ) d’une valuation prolongeant vE qui identifie
le corps O(E )alg au hense´lise´ de MP pour vE .
De´monstration. On proce`de en plusieurs e´tapes.
(3.5.1) Commenc¸ons par montrer que O(E )alg est se´parable sur MP . On sup-
pose que p est un nombre premier et que k lui-meˆme est de caracte´ristique p. Soit
f appartenant a` MP s’e´crivant g
p pour un certain g appartenant a` O(E )alg. Le
but est de prouver que g appartient a` MP . On peut toujours supposer (quitte a`
multiplier f par une puissance convenable d’une uniformisante dans le cas ou` P
est rigide) que f appartient a` OX,P , et meˆme a` OX(X) en remplac¸ant X par un
voisinage convenable de P . Soit Q l’unique ante´ce´dent de P sur le reveˆtement
fini et plat Y de X obtenu par l’extraction d’une racine p-ie`me de f . L’anneau
local OY,Q s’identifie a` OX,P [T ]/(T
p − f). Il existe un voisinage ouvert V de P
tel que f soit une puissance p-ie`me sur V − {P}. En conse´quence si W de´signe
l’image re´ciproque de V sur Y l’espace W − {Q} n’est re´duit en aucun de ses
points. Le lieu des points en lequel un bon espace de Berkovich est re´duit est
un ouvert. De`s lors Y n’est pas re´duit en Q et donc OX,P [T ]/(T
p − f) n’est
pas re´duit. Or cet anneau s’injecte dans MP [T ]/(T
p − f) puisque T p − f est
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unitaire. On en de´duit que MP [T ]/(T
p − f) n’est pas re´duit, et donc que f est
la puissance p-ie`me d’un e´le´ment de MP . Autrement dit g appartient a` MP .
(3.5.2) Si P est un point rigide E est ne´cessairement l’unique syste`me de
composantes adhe´rent a` P et la valuation correspondante est hense´lienne ; il
suffit de`s lors de montrer que MP est inte´gralement clos dans O(E ). Soit τ une
uniformisante de OX,P . Si H (P ) est se´parable sur k alors P posse`de par quasi-
lissite´ de X un voisinage dans X isomorphe a` un H (P )-disque. Tout e´le´ment
de O(E ) annulant un polynoˆme a` coeffcients dans MP est majore´ par |τ |m
pour un certain entier relatif m au voisinage e´pointe´ de P . La forme explicite
des fonctions au voisinage e´pointe´ du centre d’un disque permet aussitoˆt d’en
de´duire que f est me´romorphe. Dans le cas ge´ne´ral il existe une extension finie
purement inse´parable L de k telle que si Q de´signe l’unique ante´ce´dent de P sur
X ×k L alors H (Q) soit se´parable sur L. On en de´duit que f est me´romorphe
sur XL au voisinage de Q puis que f
pn appartient a` MP pour un certain entier
n. Il de´coule du 3.5.1 ci-dessus que f appartient a` MP .
(3.5.3) Si P est de type (3) la valuation vE est la valeur absolue canonique
sur MP , pour laquelle ce dernier est hense´lien. Soit R un polynoˆme unitaire
irre´ductible et se´parable a` coefficients dans MP annulant une fonction f de
O(E ). Quitte a` restreindre X on peut supposer que les coefficients de R sont
de´finis sur X , et que f est de´finie sur EX . Soit Y le reveˆtement fini et plat de X
donne´ par l’adjonction d’une racine de R. Alors P n’a qu’un ante´ce´dent Q sur
Y , et il y a un et un seul syste`me de composantes sur Y au-dessus de E ([12],
(1.17)). Comme P annule une fonction analytique sur EX il est ne´cessairement
de degre´ 1 : dans le cas contraire le polynoˆme quotient de R par T − f sur
O(EX) de´finirait au moins un second syste`me de composantes au-dessus de E .
Ceci montre que MP est alge´briquement clos dans O(E ) et permet de conclure.
(3.5.4) Supposons maintenant que P n’est pas rigide ni de type (3). Dans ce
cas OX,P est e´gal au corps MP et un syste`me de composantes adhe´rent en P est
de´termine´ par la valuation correspondante. Fixons un syste`me projectif (Xi, Pi)i
d’espaces analytiques pointe´s au-dessus de (X,P ) tel que Xi soit pour tout i un
reveˆtement e´tale galoisien d’un voisinage ouvert de P dans X dont la fibre en
P est (ensemblistement) re´duite a` {Pi} et tel que la limite inductive des H (Pi)
constitue une cloˆture se´parable de H (P ). La limite inductive M des MPi est
alors une cloˆture se´parable de MP .
Dans ce qui suit on utilise implicitement, a` plusieurs reprises, le fait qu’un
morphisme fini et plat est ouvert et ferme´. Choisissons une famille compatible
(Ei)i ou` Ei est pour tout i un syste`me de composantes adhe´rent a` Pi et situe´
au-dessus de E . Soit f appartenant a` O(E )alg. Il annule un polynoˆme unitaire
se´parable R a` coefficients dans MP . Il existe i et un voisinage ouvert W de
Pi dans Xi, que l’on peut supposer irre´ductible et dont on notera V l’image
dans X , tels que la fonction f soit de´finie sur EV et tels que l’on puisse e´crire
R =
∏
(T − fj) ou` les fj sont des fonctions analytique sur W . Comme Ei,W est
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connexe et re´duit (par lissite´), et comme R(f) est nul on a l’e´galite´ f = fj pour
l’un des j sur Ei,W , et donc sur W puisque Ei,W en est un ouvert non vide et
que W est re´duit et irre´ductible. On en de´duit que les conclusions du lemme 3.3
(que l’on applique a` fj sur l’espace Xi) sont satisfaites par f .
Soit v la valuation sur M de´finie par la famille des vEi ; elle prolonge vE et
induit la valuation souhaite´e sur O(Ealg. Le groupe de de´composition G de v
dans M est exactement le sous-groupe de Gal(M /MP ) qui stabilise (Ei)i. Un
argument de descente galoisienne montre aussitoˆt qu’un e´le´ment f de M ( qui
provient ne´cessairement de l’un des MPi) est invariant sous G si et seulement
il existe un voisinage ouvert W de Pi dans Xi tel que la restriction de f a`
Ei,W provienne de OX(EV ) ou` V de´signe l’image de W sur X . Ceci ache`ve la
de´monstration. 
(3.6) Soit P un point de X . Un syste`me de composantes E adhe´rent a` P sera
dit e´le´mentaire si l’on est dans l’une des trois situations suivantes :
• Le point P est k-rationnel.
• Le point P est de type (2) et il existe une ko-courbe inte`gre, propre et lisse
X , un voisinage V de P dans X et un isomorphisme entre V et un do-
maine k-analytique de X anη via lequel P correspond a` l’unique ante´ce´dent
du point ge´ne´rique de Xs et E au syste`me de composantes donne´ par
π−1({x}) pour un certain k˜-point x de Xs, ou` π est la fle`che de re´duction.
• Le point P est de type (3) et posse`de un voisinage dans X isomorphe a`
une couronne compacte dont P est e´le´ment du squelette.
(3.7) Soit P un point de X ou bien rigide, ou bien de type (2), ou bien de type
(3). Soit E un syste`me de composantes adhe´rent a` P . Il existe alors un syste`me
cofinal S de voisinages V de P dans X posse´dant la proprie´te´ suivante : pour
tout V appartenant a` S l’espace EV est une pseudo-couronne de´ploye´e par une
extension finie de k et si V et W sont deux e´le´ments de S tels que W ⊂ V
alors EW est une sous-pseudo-couronne de EV .
Par ailleurs le corps O(E )alg satisfait, en tant qu’extension du corps value´
hense´lien k, les hypothe`ses du paragraphe 1.10 ; on le de´duit des faits rappele´s
au 3.4. Notons c(E ) la fermeture alge´brique de k dans O(E ). Pour V appar-
tenant a` S la fle`che naturelle c(EV ) → c(E ) est un isomorphisme. Fixons un
plongement de c(E ) dans ks et une cloˆture se´parableO(E )salg de O(E )alg⊗c(E )ks.
Notons G le groupe Gal(ks/c(E )).
(3.8) Pour tout V appartenant a` S de´signons par ΠV le groupe fondamental
ge´ome´triquement mode´re´s de EV (qui est de´fini sans ambigu¨ıte´ une fois choisi un
plongement c(E ) →֒ ka). Il re´sulte de la remarque 2.15 que si V et W sont deux
e´le´ments de S tels que W ⊂ V alors la fle`che ΠW → ΠV est un isomorphisme.
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Notons ΠE la limite projective des ΠV . Si F est un ΠE -module on peut le voir
comme un faisceau e´tale sur EV pour tout V appartenant a` S ; s’il est fini et
de torsion premie`re a` p les fle`ches de transition Hq(EV ,F ) → Hq(EW ,F ) sont
des isomorphismes pour tout couple (V,W ) d’e´le´ments de S tels que W ⊂ V .
La limite inductive des Hq(EV ,F ) sera dans ce cas note´e H
q(E ,F ).
(3.9) Soit L une O(E )alg-alge`bre finie e´tale. Elle de´finit, via la tensorisation
avec O(E ), un reveˆtement fini e´tale de EV pour V suffisamment petit dans S .
(3.10) Lemme. On garde les hypothe`ses et notations introduites ci-dessus.
Supposons que L soit ge´ome´triquement mode´re´ment ramifie´e et soit V tel que
L soit de´finie sur O(EV ).
i) Le reveˆtement de EV induit par L est ge´ome´triquement mode´re´ et se pro-
longe en conse´quence d’une unique manie`re en un reveˆtement de EW pour tout
ouvert W de S contenant V .
ii) Cette construction induit un isomorphisme entre ΠE et le quotient du
groupe de Galois de O(E )salg sur O(E )alg par son groupe de ramification.
iii) Soit F un ΠE -module fini de torsion premie`re a` p. On peut le voir
d’apre`s le ii) comme un faisceau e´tale sur O(E )alg aussi bien que comme un
faisceau e´tale sur chacun des EV . L’on dispose alors d’un syste`me d’isomor-
phismes naturels Hq(O(E )alg,F ) ≃ Hq(E ,F ).
De´monstration. Si le syste`me E est e´le´mentaire les deux premie`res assertions
sont e´tablies graˆce aux descriptions explicites des deux groupes concerne´s et des
reveˆtements qu’ils de´crivent (cf. 1.12 et 2.8 supra) ; la troisie`me se de´duit du fait
que les groupes de cohomologie en jeu sont en fait les groupes de cohomologie
du ΠE -module discret F d’apre`s le 1.14 et le 2.11.
Dans le cas ge´ne´ral il existe une extension finie normale L de k, un point Q
sur X ×k L situe´ au-dessus de P , et un syste`me de composantes E ′ adhe´rent a`
Q qui est situe´ au-dessus de E et est e´le´mentaire. On peut remplacer k par sa
fermeture radicielle dans L (ce qui ne modifie pas le topos e´tale) et donc supposer
L galoisienne sur k. Soit H le groupe de Galois de H (Q) sur H (P ) et soit H ′
le sous-groupe de H qui fixe E ′. Pour tout voisinageW suffisamment petit de Q
l’espace E ′W est galoisien de groupe H
′ sur EV , ou` V de´signe l’image de W sur
X . Le reveˆtement E ′W → EV est ge´ome´triquement mode´re´ puisqu’il est induit
par une extension de k. Il est par ailleurs imme´diat que O(E )alg s’identifie au
sous-corps de O(E ′)alg forme´ des invariants sous l’action de H
′. En conse´quence
E ′alg est de manie`re naturelle une extension galoisienne de O(E )alg de groupe
H ′. On en de´duit aussitoˆt, a` l’aide du cas e´le´mentaire, les assertions i) et ii).
On utilise le 1.14 et le 2.14 pour e´tablir la validite´ de iii). 
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(3.11) Remarque. Toute orientation de l’une des pseudo-couronnes EV pour
V dans S en induit une sur chacune des EV . On dira alors que l’on a oriente´
E . Il revient au meˆme d’orienter O(Ealg) ; le lien entre les deux notions consiste
a` associer a` un repre´sentant ξ de l’orientation choisie sur O(Ealg), repre´sentant
de´fini sur EV pour un certain V e´le´ment de S , l’orientation de EV qui rend
ξ croissante en norme sur le squelette. Un tel choix e´tant fait l’isomorphisme
e´voque´ au point ii) du lemme ci-dessus est un isomorphisme d’extensions de G
par Ẑ6=p(1).
(3.12) Orientons O(E )alg et donc E . Donnons-nous un e´le´ment ξ de O(E )
∗
alg
repre´sentant l’orientation choisie. Comme cette proprie´te´ ne de´pend que de la
valuation de ξ ce dernier peut eˆtre choisi dans MP . Soit V un ouvert e´le´ment
de S tel que ξ soit de´finie sur EV . Soit n un entier premier a` p. De´signons par
ηn la classe de ξ dans le groupe H
1(O(E )alg, µn) ≃ H1(E , µn). Pour tout W
appartenant a` S on note encore ηn l’e´le´ment correspondant de H
1(EW , µn).
Soit F un G-module fini annule´ par n et soit W appartenant a` S . Soit q
un entier. En vertu de l’assertion iii) du lemme 3.10 et de la proposition 1.16
l’application (λ, h) 7→ λ+ ηn ∪ h induit un isomorphisme
Hq(c(EW ),F ) ⊕Hq−1(c(EW ,F (−1)) ≃ Hq(EW ,F ).
(3.13) On garde les hypothe`ses et notations du 3.7, en supposant de plus que
X est une pseudo-couronne, que P est situe´ sur S(X) et que E est le syste`me
de composantes adhe´rent a` P de´fini par l’une des deux composantes connexes
de X − {P}. On peut choisir le syste`me cofinal S de sorte que pour tout V
appartenant a` S l’espace EV soit une sous-pseudo couronne de X . Soit F un Π-
module fini annule´ par un entier n premier a` p. Pour tout ouvert V appartenant a`
S et pour tout entier q la fle`che Hq(X,F )→ Hq(EV ,F ) est un isomorphisme.
Ces deux groupes s’identifient d’apre`s le lemme 3.10 a` Hq(O(E )alg,F ). Ces
remarques ont, en vertu de ce qui pre´ce`de, les conse´quences suivantes :
(3.13.1) Proposition. Soit X une pseudo-couronne. Fixonx un plongement de
c(X) dans ka et notons G le groupe de Galois correspondant. Soit Π le groupe
fondamental ge´ome´triquement mode´re´ de X et soit F un faisceau e´tale sur X
donne´ par un Π-module fini de cardinal premier a` p. Soit P un point de S(X).
Donnons-nous un entier q. Si h est un e´le´ment de Hq(X,F ) nul en P alors h
est triviale.
De´monstration. Comme h est nulle en P elle est nulle sur EV pour un certain
V , et donc est e´gale a` ze´ro d’apre`s ce qui pre´ce`de. 
(3.13.2) Proposition. Les notations X et G sont celles de la proposition ci-
dessus. Il existe une classe (ηn)n appartenant a` H
1(X, Ẑ6=p(1)) telle que pour
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tout G-module fini F de cardinal premier a` p et tout entier q l’application
(λ, h) 7→ λ+ ηn ∪ h induise un isomorphisme
Hq(c(X),F ) ⊕Hq−1(c(X),F (−1)) ≃ Hq(X,F ). 
(3.14) Soit X un pseudo-disque. Fixons un plongement de c(X) dans ka et
notons G le groupe de Galois correspondant. Soit F un G-module fini de cardi-
nal premier a` p, soit q un entier et soit h une classe de Hp(X,F ) qui s’identifie
a` Hp(c(X),F ) d’apre`s le lemme 2.14. Donnons-nous un point P situe´ sur le
squelette d’une sous-pseudo-couronne Z de X . Supposons que h(P ) est nulle.
Alors la restriction de h a` Z est nulle d’apre`s la proposition 3.13.1 ; comme
c(Z) est e´gal a` c(X) et comme Hq(c(Z),F )→ Hq(Z,F ) est injective d’apre`s la
proposition 3.13.2 ci-dessus la classe h est elle-meˆme nulle.
A` propos des images directes supe´rieures
(3.15) Soit X une courbe k-analytique quelconque et F un faisceau en groupes
abe´liens sur X . La dimension topologique de X e´tant infe´rieure ou e´gale a` 1 les
suites spectrales
Hp(|X |,Rqπ∗F )⇒ Hp+q(X,F ) et Hpc(|X |,Rqπ∗F )⇒ Hp+qc (X,F )
induisent pour tout entier q deux suites exactes
0→ H1(|X |,Rq−1π∗F )→ Hq(X,F )→ H0(|X |,Rqπ∗F )→ 0
et
0→ H1c(|X |,Rq−1π∗F )→ Hqc(X,F )→ H0c(|X |,Rqπ∗F )→ 0.
(3.16) Remarque. La fle`che H1(|X |,Rq−1π∗F ) → Hq(X,F ) peut se de´crire
comme suit. Soit h une classe appartenant a` H1(|X |,Rq−1π∗F ). La dimen-
sion topologique de X e´tant infe´rieure ou e´gale a` 1 cette classe provient d’un
e´le´ment λ de Hˇ
1
(U /X,Hq−1(F )) pour un certain recouvrement U de X par
des ouverts Ui tels que Ui ∩Uj ∩Ur soit vide pour tout triplet (i, j, r) d’indices
distincts, et ou` Hq−1(F ) est le pre´faisceau U 7→ Hq(U,F ). La suite spectrale
Hˇ
i
(U /X,Hj(F ) ⇒ Hi+j(X,F ) de´ge´ne`re pour i strictement plus grand que 1
et fournit donc une fle`che de Hˇ
1
(U /X,Hq−1(F )) vers Hq(X,F ). L’image de
λ par la fle`che en question est alors l’e´le´ment cherche´ : c’est imme´diat lorsque
q vaut 0 ou 1, et on conclut par une re´currence facile en plongeant F dans
un Z/n-module injectif. On dispose d’une description analogue de la fle`che
H1c(|X |,Rq−1π∗F )→ Hqc(X,F ).
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(3.17) Donnons-nous maintenant deux faisceaux en groupes abe´liens F et










pi∗F ⊗ G )→ H
q+l+1
c (X,F ⊗ G ).
Donnons-en une description alternative : soit h appartenant a` H0(|X |,Rqπ∗F ).
Elle posse`de un ante´ce´dent λ dans Hq(X,F ). Soit η un e´le´ment du groupe
H1c(|X |,Rlπ∗G ) et soit µ son image dans Hl+1c (X,G ). Alors le cup-produit de
λ et µ ne de´pend pas du choix de λ et est pre´cise´ment e´gal a` l’image de (h, η)
par l’accouplement mentionne´ ci dessus ; on de´duit ce fait de la remarque 3.16
ci-dessus et de la description des cup-produits a` partir des complexes de Cˇech
(cf. [17], chap. V, rem. 1.19). On dispose de re´sultats semblables concernant
H0c(|X |, .)×H1(|X |, .).
(3.18) Proposition. Soit X une courbe k-analytique qui est ou bien un pseudo-
disque, ou bien une pseudo-couronne. Soit Π le groupe πgmod1 (X,x) ou` x est un
point ge´ome´trique se factorisant par un plongement c(X) →֒ k̂a pre´alablement
fixe´, et soit F un Π-module fini de cardinal premier a` p. Alors pour tout en-
tier q la fle`che Hq(X,F )→ H0(|X |,Rqπ∗F ) est un isomorphisme et le groupe
H1(|X |,Rq−1π∗F ) est trivial.
De´monstration. En vertu de la suite exacte mentionne´e au 3.15 il suffit de
prouver que Hq(X,F )→ H0(|X |,Rqπ∗F ) est injective. Commenc¸ons par le cas
ou`X est une pseudo-couronne. Si h est une classe de Hq(X,F ) qui s’annule dans
H0(|X |,Rqπ∗F ) alors h(P ) est nulle pour tout point P deX . C’est en particulier
vrai en au moins un point de S(X) et on de´duit alors de la proposition 3.13.1 que
h est triviale. Supposons maintenant queX est un pseudo-disque. Dans ce cas F
est un G-module et Hq(X,F ) s’identifie a` Hq(c(X),F ) d’apre`s le lemme 2.14.
Comme X contient une sous-pseudo-couronne Z d’apre`s le 2.6 le 3.14 entraˆıne
la trivialite´ de h. 
4 Triangulation d’une courbe
(4.1) De´finition. Soit X une k-courbe. On appelle triangulation de X tout
sous-ensemble ferme´ et discret S de X forme´ de points ou bien rigides, ou bien
de type (2), ou bien de type (3), qui rencontre toutes les composantes connexes
de X et dont le comple´mentaire est somme disjointe de pseudo-disques et de
pseudo-couronnes. Les points de S seront dans ce cas appele´s les sommets ; les
composantes connexes de X − S seront les areˆtes.
(4.2) Exemples. Si X est la fibre ge´ne´rique d’un sche´ma formel pluristable X
alors l’ensemble S des images re´ciproques des points ge´ne´riques des composantes
irre´ductibles de Xs constitue une triangulation.
La donne´e de n’importe quel k-point de P1,ank constitue une triangulation
avec une seule areˆte.
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Si X est un pseudo-disque (resp. une pseudo-couronne) et si P appartient
au squelette d’une sous-pseudo-couronne de X (resp. au squelette de X) alors
{P} est une triangulation de X .
(4.3) Soit X une k-courbe et soit S une triangulation de X . Soit Y une areˆte.
Comme elle ne constitue pas une composante connexe de X son adhe´rence
rencontre S. Les e´le´ments du bord de Y dans X seront appele´s les sommets de
Y . Si Y est un pseudo-disque c’est un arbre re´el a` un bout ; en conse´quence Y
posse`de un et un seul sommet S (rappelons que par de´finition une courbe est
se´pare´e) et Y ∪ {S} est compact et contractile. Si Y est une pseudo-couronne
c’est un arbre re´el a` deux bouts. On a dans ce cas trois possibilite´s : ou bien Y a
deux sommets distincts S1 et S2 chacun situe´ a` l’un des deux bouts (auquel cas
Y ∪ {S1, S2} est compact et contractile) ou bien Y a un sommet S et Y ∪ {S}
a encore un bout (et est contractile), ou bien Y a un sommet S et Y ∪ {S} est
compact et se re´tracte sur S(Y ) ∪ {S} qui est alors un cercle.
(4.4) Soit S un point de S et soit V un voisinage k-affino¨ıde de S dans X . Soit
U l’inte´rieur de V dans X . Alors V − U est forme´ d’un nombre fini de points.
En particulier U a un nombre fini de bouts. Soit E l’ensemble des areˆtes de X
aboutissant a` S. Soit Y appartenant a` E. Un bout de Y ∩ U provient ou bien
d’un bout de Y , ou bien d’un bout de U . Il existe donc un sous-ensemble fini F
de E tel que pour toute areˆte Y appartenant a` E−F les bouts de Y ∩U soient
exactement ceux de Y , ce qui implique que Y est contenu dans U . Si Y est une
pseudo-couronne appartenant a` E−F et si S(Y )∪{S} n’est pas compact alors
le bout de S(Y ) ∪ {S} provient d’un bout de U . En conse´quence il existe un
sous-ensemble fini F ′ de E contenant F tel que pour toute pseudo-couronne Y
appartenant a` E − F l’espace S(Y ) ∪ {S} soit compact (et donc home´omorphe
a` un cercle sur lequel Y ∪ {S} se re´tracte). Comme U est homotopiquement
e´quivalent a` un arbre fini l’ensemble des areˆtes appartenant a` E qui sont des
pseudo-couronnes est fini.
(4.5) Proposition. Soit X une k-courbe quasi-lisse. Soit T un sous-ensemble
ferme´ et discret de X forme´ de points de type (2) ou (3). Il existe une trian-
gulation S de X forme´e uniquement de points de type (2) ou (3) et contenant
T.
De´monstration. On proce`de en plusieurs e´tapes. Le caracte`re ouvert et ferme´
des morphismes finis et plats sera implicitement utilise´ tout au long de ce qui
suit.
(4.5.1) Soit P un point de X . Comme X est quasi-lisse il existe un voisinage
de P dans X , que l’on peut supposer compact, s’identifiant a` un domaine k-
analytique d’une courbe lisse Y . De la proposition 2.2.1 de [6] (elle-meˆme fonde´e
sur le the´ore`me de re´duction semi-stable), du fait qu’un domaine k-analytique
compact d’un espace k-affino¨ıde est re´union finie de domaines rationnels (cf. [13],
lemme 2.4) et de la dernie`re assertion du lemme 3.3 on de´duit que P posse`de
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un voisinage V dans X tel que les composantes connexes de V − {P} soient
toutes des pseudo-disques a` l’exception d’un nombre fini d’entre elles qui sont
des pseudo-couronnes. Si P est un point de type (1) ou (4) alors X est lisse au
voisinage de P et dans ce cas on de´duit directement de la proposition 2.2.1 de
[6] que P posse`de dans X un voisinage qui est un pseudo-disque.
(4.5.2) En vertu du 4.5.1 ci-dessus on peut, quitte a` agrandir T, supposer que
tout point de X −T posse`de un voisinage qui est ou bien un peudo-disque, ou
bien une pseudo-couronne, que toute composante connexe de X rencontre T et
que toute composante connexe de X −T est contractile.
Comme T posse`de au moins un point sur chaque composante connexe de X
le bord de toute composante connexe de X−T comprend au moins un point de
T ; en particulier une telle composante a au moins un bout. Elle en a au plus
deux : en effet chacun des points d’une telle composante posse`de un voisinage
ouvert qui est ou bien un pseudo-disque, ou bien une pseudo-couronne, et qui
donc a au plus deux bouts.
(4.5.3) Soit U une composante connexe de X −T ayant exactement un bout.
Soit Q un point extre´mal de U . Si Q n’est pas de type (1) ou (4) alors la
valeur absolue de k est triviale et U est topologiquement re´duit a` un intervalle
semi-ouvert ne contenant aucun point rigide. De`s lors aucun voisinage de Q
dans U ne peut eˆtre un pseudo-disque, et aucun ne peut non plus eˆtre une
pseudo-couronne puisqu’un voisinage connexe de Q est alors home´omorphe a`
un intervalle semi-ouvert, et n’a en particulier qu’un bout.
On en de´duit que Q est de type (1) ou (4) ; il posse`de donc un voisinage V
dans U qui est un pseudo-disque. Soit Z une sous-pseudo-couronne de V et soit
z un point du squelette de Z. Alors toutes les composantes connexes de U −{z}
sont des pseudo-disques, a` l’exception e´ventuelle de celle qui contient l’intervalle
ouvert joignant z au bout de U .
(4.5.4) Soit U une composante connexe de X − T ayant deux bouts et soit
I son squelette. Soit x un point de I. Il posse`de un voisinage V dans U qui
est ou bien un pseudo-disque, ou bien une pseudo-couronne ; ce voisinage ayant
au moins deux bouts, comme on le voit en conside´rant son intersection avec
I, c’est une pseudo-couronne. Son squelette n’est autre que V ∩ I. Tout in-
tervalle ouvert strictement inclus dans V ∩ I et contenant x est encore le
squelette d’une pseudo-couronne qui est un voisinage de x dans U . Les pro-
prie´te´s topologiques e´le´mentaires de l’intervalle I entraˆınent alors l’existence
d’un intervalle J de Z et d’un ensemble discret {xi}i∈J de points de I tels que
pour tout i le point xi posse`de un voisinage dans U qui est une pseudo-couronne
de squelette ]xi−1, xi+1[. Ces voisinages recouvrent U et toute composante con-
nexe de U − {xi}i∈J est un pseudo-disque ou une pseudo-couronne.
Soit P un point du bord de U dans X . Alors P appartient a` T et donc est de
type (2) ou (3). Il posse`de en conse´quence un voisinage dont la trace sur U est
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une pseudo-couronne de squelette inclus dans I. La famille (xi) ci-dessus peut
de ce fait eˆtre choisie de manie`re a` eˆtre discre`te dans l’adhe´rence topologique de
U dans X .
(4.5.5) Soit Ω l’ensemble des composantes connexes de X −T qui ne sont pas
des pseudo-disques. Soit U appartenant a` Ω. Il existe un sous-ensemble EU de U
forme´ de points de type (2) ou (3), ferme´ et discret dans l’adhe´rence topologique
de U dans X , et qui est tel que les composantes connexes de U −EU soient des
pseudo-disques ou des pseudo-couronnes : si U a deux bouts c’est fait au 4.5.4
ci-dessus. Si U n’en a qu’un, on choisit un point z comme au 4.5.3 puis on
applique le 4.5.4 a` la composante de U −{z} qui contient l’intervalle joignant z
au bout de U .
Soit P un point de T. D’apre`s le 4.5.1 il posse`de un voisinage V tel que
toutes les composantes connexes de V − {P} a` l’exception d’un nombre fini
soient des pseudo-disques, les autres e´tant des pseudo-couronnes. On en de´duit
que la re´union S de T et des EU , ou` U parcourt Ω, est ferme´ et discret. Par
construction S constitue une triangulation de X . 
(4.6) Proposition. Soit X une k-courbe.
i) Si X posse`de une triangulation alors le lieu quasi-lisse de X est dense.
ii) Re´ciproquement supposons que le lieu quasi-lisse de X est dense. Alors
X posse`de une triangulation. Plus pre´cise´ment, soit T un sous-ensemble
ferme´ et discret de X constitue´ de points ou bien rigides, ou bien de type
(2), ou bien de type (3) ; on suppose que T contient tous les points non
lisses de X. Alors il existe une triangulation de X constitue´e de T et de
points de type (2) ou (3) et telle que toute areˆte aboutissant a` un point
rigide de T soit une pseudo-couronne ayant un second sommet de type (2)
ou (3).
De´monstration. Si X posse`de une triangulation la re´union des areˆtes est
un ouvert dense et quasi-lisse de X , d’ou` l’assertion i). Traitons maintenant la
re´ciproque. CommeX×k k̂rad → X induit un home´omorphisme entre les espaces
topologiques sous-jacents on peut remplacer k par k̂rad et donc le supposer
parfait. Soit Trig l’ensemble des points rigides de T. Soit P un e´le´ment de
Trig. Soit V un voisinage ouvert de P tel que V − {P} ne rencontre pas T (en
particulier V − {P} est quasi-lisse). Soit W la normalisation de V . Comme k
est parfait W est quasi-lisse.
Soit rP le nombre d’ante´ce´dents de P surW et P1, . . . , PrP les ante´ce´dents en
question. Fixons i. CommeW est quasi-lisse et k parfait il existe un voisinageWi
de Pi dans W qui ne contient aucun autre ante´ce´dent de P et est un H (Pi)-
disque compact ; fixons un voisinage W ′i de Pi dans Wi qui s’identifie a` un




point maximal de Wi (resp. W
′
i ). Notons Ui (resp. U
′
i) le H (Pi)-disque ouvert
de centre Pi et de meˆme rayon que Wi (resp. W
′
i ). Le singleton {η′i} constitue
une triangulation de Ui. La composante connexe de Pi dans Ui−{η′i} n’est autre
que U ′i qui est un H (Pi)-disque ; comme U
′
i − {Pi} est une H (Pi)-couronne
{η′i} constitue e´galement une triangulation de U ′i − {Pi}.
Le morphisme W → V induit un isomorphisme entre Wi − {Pi} et un do-
maine k-analytique Ωi de V −{P}. Soit ωP,i (resp. ω′P,i) l’image de ηi (resp. η′i)
sur Ωi. Soit ZP,i l’image du domaine Ui − {Pi} dans Ωi. Alors {ω′P,i} constitue
une triangulation de ZP,i. Soit Y le comple´mentaire dans X de la re´union de
Trig et des ZP,i ou` P parcourt l’ensemble des points rigides de T et ou` i varie,
P e´tant fixe´, entre 1 et rP . C’est un domaine k-analytique ferme´ de X qui est
quasi-lisse puisque T contient l’ensemble des points non lisses de X . La re´union
des ωP,i et de T − Trig constitue un sous-ensemble ferme´ et discret E de Y
dont tous les points sont de type (2) ou (3). Par la proposition 4.5 il existe une
triangulation F de Y contenant E et ne comprenant que des points de type
(2) ou (3). La re´union S de F, de Trig et des ω
′
P,i est une triangulation de X
satisfaisant aux conditions requises. 
5 Un analogue analytique du complexe de Bloch-
Ogus
Pre´liminaires sur la cohomologie a` support compact
(5.1) Quelques notations. Si j est une immersion ouverte entre espaces k-
analytiques paracompacts et se´pare´s on notera jc le foncteur induit entre les
groupes de cohomologie a` support compact. Si h est une classe de cohomologie
a` support compact (sur un espace convenable) on notera h• son image dans la
cohomologie sans support. SoitX un espace k-analytique se´pare´ et paracompact.
Pour tout faisceau F sur X et tout entier q on dispose d’un morphisme (qui




Hq(X −K,F )→ Hq+1c (X,F )
ou` K parcourt l’ensemble des parties compactes de X . Soit K un compact de
X , soit ξ une fonction inversible sur X −K et soit n un entier inversible dans
k. L’adjonction d’une racine n-ie`me de ξ de´finit une classe de H1(X −K,µn) ;
l’image de ladite classe dans H2c(X,µn) sera note´e Λn,ξ. Par construction Λn,ξ
provient de H1c(X,Gm) via le cobord de la suite de Kummer.
(5.2) Soit X un espace k-analytique paracompact et se´pare´ dont les domaines
k-affino¨ıdes sont ge´ome´triquement re´duits et soit Y un ouvert connexe et non
vide de X ; notons j l’immersion Y →֒ X . Sous ces hypothe`ses c(Y ) est une
extension finie se´parable de k. On la notera L et pour tout espace k-analytique
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V on de´signera par VL l’espace V ×kL. L’ouvert Y s’identifie a` une composante
connexe Z de YL via une section de la premie`re projection. Si h est une classe
de cohomologie sur Y on notera h|Z l’e´le´ment de la cohomologie de YL dont
la restriction a` Z correspond a` h modulo l’isomorphisme Z ≃ Y et qui est
nul sur les autres composantes. On a alors CorL/k(h|Z) = h ou` Cor de´signe la
corestriction.
(5.3) Soit F (resp. G ) un faisceau en groupes abe´liens sur k (resp. sur X).
Donnons-nous deux entiers l et q, une classe h appartenant a` Hl(L,F ) et une
classe η dans le groupe Hqc(Y,G ). On peut e´crire h ∪ η = CorL/k(h|Z ∪ η|Z) et
donc par fonctorialite´ jc(h ∪ η) = CorL/k(jc(h|Z ∪ η|Z)). Comme L se plonge
dans l’anneau des fonctions de XL la classe h|Z se prolonge en une classe de
Hl(XL,F ), qui est simplement la restriction (note´e encore h) de la classe h de
Hl(L,F ). On peut de`s lors e´crire
jc(h ∪ η) = CorL/k(h ∪ jc(η|Z))
et donc
jc(h ∪ η)• = CorL/k(h ∪ (jc(η|Z))• ).
Les deux lemmes ci-dessous joueront un roˆle crucial dans la de´monstration du
the´ore`me de comparaison (cf. th. 6.4 infra).
(5.3.1) Lemme. On garde les notations introduites ci-dessus. On suppose que
G est e´gal au faisceau constant Z/n pour un certain entier n, que la classe η
provient de Hqc(|Y |,Z/n) et que Hq(|XL|,Z/n) est trivial. Alors jc(h ∪ η)• est
nulle.
De´monstration. Dans ce cas η|Z provient de H
q
c(|YL|,Z/n) et jc(η|Z)• appar-
tient en conse´quence a` l’image de Hq(|XL|,Z/n)→ Hq(XL,Z/n) ; elle est de ce
fait nulle en vertu des hypothe`ses. Comme jc(h∪η)• est e´gal a` Cor(h∪(jc(η|Z))• )
elle est triviale. 
(5.3.2) Lemme. On reprend les notations du 5.1 et du 5.2. Soit n un entier
inversible dans k et soit M une extension finie se´parable de L. Soit F un fais-
ceau en groupes abe´liens sur k donne´ par un module galoisien fini et annule´ par
n. Faisons l’hypothe`se qu’il existe une immersion ouverte de X dans l’analytifie´
X an d’une k-varie´te´ alge´brique, projective et lisse X . Soit l un entier et soit
λ une classe appartenant a` Hl+2c (Y,F (1)) de la forme CorM/L(h ∪ Λn,ξ) ou`
h appartient a` Hl(M,F ) et ou` ξ est une fonction de´finie et inversible sur le
comple´mentaire d’un compact de Y ×LM . Alors il existe un recouvrement (Ui)
de X par des ouverts de Zariski tel que la restriction de jc(λ)• a` U
an
i ∩X soit
triviale pour tout i.
De´monstration. Notons que comme X est projective la cohomologie a` sup-











Hl+2(Y, .) Hl+2(X, .)oo Hl+2(X an, .)oo
permet de supposer que X est e´gal a` X an.
On sait d’apre`s le 5.2 que λ est e´gale a` CorL/k(λ|Z) et λ|Z est elle-meˆme
la corestriction (de M a` L) de l’e´le´ment (h ∪ Λn,ξ)|Z×LM de Hl+2c (YM ,F (1)),
qui est de´fini comme e´tant e´gal a` h ∪ Λn,ξ sur Z ×L M et a` ze´ro sur les autres
composantes. Par transitivite´ on a donc
λ = CorM/k( (h ∪ Λn,ξ)|Z×LM ).
La classe jc((h ∪ Λn,ξ)|Z×LM ) de Hl+2c (X anM ,F (1)) peut se re´e´crire
h ∪ jc((Λn,ξ)|Z×LM )
puisque h provient de la cohomologie de M . D’autre part jc((Λn,ξ)|Z×LM ) se
de´duit, via le cobord de la suite de Kummer, d’un e´le´ment de H1(X anM ,Gm). Or
X e´tant projective ce dernier groupe s’identifie, par GAGA et par le the´ore`me
90 de Hilbert, a` H1(|XM |,Gm). On en de´duit que jc((Λn,ξ)|Z×LM ) est l’image
d’une classe de cohomologie e´tale du sche´ma XM qui est localement triviale
pour la topologie de Zariski. En conse´quence h∪ jc((Λn,ξ)|Z×LM ) provient elle-
meˆme d’une certaine µ appartenant a` Hl+2(XM ,F (1) et localement triviale
pour la topologie de Zariski.
La classe jc(λ) est e´gale a` l’image de CorM/k(µ) dans H
l+2(X an,F (1)).
Comme µ est localement triviale sur XM pour la topologie de Zariski CorM/k(µ)
est nulle aux points ge´ne´riques de X . La varie´te´ X e´tant lisse ceci implique
(Gabber, cf. [11], prop. 2.1.2 et th. 2.2.1) que CorM/k(µ) est localement triviale
pour la topologie de Zariski, ce qui permet de conclure. 
Complexes associe´s a` une triangulation
(5.4) De´finition. On appellera faisceau raisonnable sur un espace k-analytique
tout faisceau e´tale en groupes abe´liens dont la restriction a` chaque composante
connexe de l’espace en question provient d’un module fini et de cardinal premier
a` p sur le groupe fondamental ge´ome´triquement mode´re´.
(5.5) Soit X un espace k-analytique se´pare´ et paracompact et soit S une partie
ferme´e et discre`te de X . Notons S l’ensemble des comple´mentaires de voisinages
ouverts de S. Alors S est une famille de supports de l’espace X − S au sens de
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[2], §5.1. La famille S est paracompactifiante. Soit F un faisceau sur X . La suite
exacte ii) du paragraphe 5.2.1 de [2], applique´e en prenant pour Φ l’ensemble
de tous les ferme´s de X , se re´e´crit de la manie`re suivante en tenant compte de
la proposition 4.3.4 de loc. cit. :
. . .→ Hi(X,F )→
∏
P∈S
Hi(H (P ),FP )→ Hi+1S (X−S,F )→ Hi+1(X,F )→ . . .
Si l’on prend maintenant pour Φ la famille des parties compactes de X la
suite exacte ii) du paragraphe 5.2.1 de [2] devient
. . .→ Hic(X,F )→
⊕
P∈S
Hi(H (P ),FP )→ Hi+1c (X−S,F )→ Hi+1c (X,F )→ . . .
(5.6) Soit X une k-courbe. Soit F un faisceau sur X . La dimension de |X |
e´tant infe´rieure ou e´gale a` 1 le morphisme naturel entre les suites spectrales
Hp(|X |,Rqπ∗F )⇒ Hp+q(X,F ) et Hpc(|X |,Rqπ∗F )⇒ Hp+qc (X,F )
fournit pour tout entier i positif ou nul un diagramme commutatif a` lignes
exactes :







0 // H1c(|X |,Ri−1π∗F ) // Hic(X,F ) // H0c(|X |,Riπ∗F ) // 0
(5.7) Lemme. Supposons que F est raisonnable. Soit S une triangulation de
X et soit i un entier. Le noyau de Hi(X,F ) → ∏
P∈S
Hi(H (P ),FP ) est e´gal a`




Hi(H (P ),FP )
est e´gal a` celui de Hic(X,F )→ H0c(|X |,Riπ∗F ) .
De´monstration. Soit h une classe de Hi(X,F ). Si l’image de h dans le groupe
H0(|X |,Riπ∗F ) est nulle alors h est nulle en tout point deX , et en particulier en
tout sommet de S. Re´ciproquement, supposons que h est nulle en tout sommet
de S. Soit Y une areˆte de S. Comme S est une triangulation Y posse`de au moins
un sommet P . Comme h est nulle en P elle est nulle au voisinage de P . Si Y
est une pseudo-couronne alors l’un des deux bouts de S(Y ) (au moins) aboutit
a` P et h est donc nulle en au moins un point de S(Y ). On en de´duit graˆce a` la
proposition 3.13.1 que h|Y est triviale. Si Y est un pseudo-disque alors Y posse`de
une sous-peudo-couronne Z dont le squelette aboutit a` P . Il existe donc un point
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de S(Z) en lequel h est nulle. On de´duit du 3.14 que h|Y est triviale. Si x est un
point deX alors ou bien x appartient a` S auquel cas h(x) est nulle par hypothe`se,
ou bien x est sur une areˆte auquel cas h(x) est nulle d’apre`s ce qui pre´ce`de. En
conse´quence h appartient au noyau de Hi(X,F )→ H0(|X |,Riπ∗F ).
Le re´sultat pour la cohomologie a` supports compacts s’ensuit aussitoˆt compte-
tenu de l’injectivite´ de H0c(|X |,Riπ∗F )→ H0(|X |,Riπ∗F ). 
(5.8) Deux complexes de type ”Bloch-Ogus”. On de´signe toujours par X
une k-courbe, par S une triangulation de X et par F un faisceau raisonnable
sur X . Soit q un entier positif. On note Rq
S
F (resp. Rq
S,cF ) le complexe a` deux
termes concentre´s en degre´s ze´ro et un∏
P∈S




Hq(H (P ),FP ) → Hq+1c (X − S,F )). Du lemme 5.7 ainsi que des
suites exactes du 5.5 et du 5.6 on de´duit le the´ore`me suivant :
(5.9) The´ore`me. Soit i appartenant a` {0, 1}. Le groupe Hi(Rq
S
F ) s’identifie
a` Hi(|X |,Rqπ∗F ) ; le groupe Hi(RqS,cF ) s’identifie a` Hic(|X |,Rqπ∗F ). 
Quelques calculs explicites
(5.10) On suppose toujours que X est une k-courbe et que S en constitue
une triangulation. Soit F un faisceau sur k donne´ par un module galoisien fini
annule´ par un entier n premier a` p. Soit q un entier. Soit Y une areˆte de S.
On suppose que l’un au moins des sommets de Y est un point quasi-lisse de X ;
on choisit un tel sommet et on le note P . On se propose de de´crire le groupe
Hq+1
S|Y
(Y,F ). On distingue trois cas :
(5.10.1) Le cas ou` Y est un pseudo-disque. Dans ce cas P est l’unique
sommet de Y et Y ∪ {P} est compact. De`s lors la famille S|Y est exactement
celle des compacts de Y . On dispose d’une suite exacte
. . .→ Hi(Y,F )→ lim
→
Kcompact
Hi(Y −K,F )→ Hi+1c (Y,F )→ Hi+1(Y,F )→ . . .
Soit Z une sous-pseudo-couronne de Y et soit i un entier. Le lemme 2.14 as-
sure que Hi(Y,F ) s’identifie a` Hi(c(Y ),F ) ; d’autre part c(Z) est e´gal a` c(Y ) et
Hi(c(Z),F )→ Hi(Z,F ) est injective. Enfin si T est une sous-pseudo-couronne
de Z alors Hi(Z,F )→ Hi(T,F ) est un isomorphisme d’apre`s la remarque 2.15.
Soit E le syste`me de composantes adhe´rent a` P que de´finit Y . En reprenant
les notations du 3.7 et du 3.8 le corps c(E ) est e´gal a` c(Y ) ; la famille des sous-
pseudo-couronnes de Y est par ailleurs cofinale dans celle des comple´mentaires
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de parties compactes. On de´duit de`s lors de ce qui pre´ce`de que Hq+1c (Y,F ) est
naturellement isomorphe a` Hq(E ,F )/Hq(c(E ),F ). D’apre`s le 3.12 il existe une
fonction ξ appartenant a` MP telle que h 7→ (ξ) ∪ h induise un isomorphisme
Hq−1(c(E ),F (−1)) ≃ Hq(E ,F )/Hq(c(E ),F ).
Remarque. La fle`che naturelle Hq(H (P ),F )→ Hq+1
S|Y
(Y,F ) de´duite de la diffe´rentielle
du complexe Rq
S
F est, modulo l’isomorphisme ci-dessus, induite par la restriction
Hq(H (P ),F )→ Hq(O(E )alg,F ) ≃ H
q(E ,F ).
Ce qui pre´ce`de peut se traduire par l’existence d’un isomorphisme
Hq−1(c(Y ),F (−1)) ≃ Hq+1c (Y,F ) = Hq+1S|Y (Y,F )
donne´ par h 7→ h ∪ Λn,ξ, la notation Λn,ξ ayant e´te´ introduite au 5.1.
(5.10.2) Le cas ou` Y est une pseudo-couronne dont l’adhe´rence n’est
pas compacte. Dans cette situation P est encore le seul sommet de Y et
Y ∪ {P} a exactement un bout : l’extre´mite´ ouverte de S(Y ) ∪ {P}. La famille
des sous-pseudo-couronnes de Y qui aboutissent a` P est cofinale dans celle
des comple´mentaires de ferme´s de S|Y . Or si Z est une sous-pseudo-couronne
de Y la fle`che Hi(Y,F ) → Hi(Z,F ) est un isomorphisme pour tout i (cf.
remarque 2.15). On en de´duit que Hq+1S|Y
(Y,F ) est nul.
(5.10.3) Le cas ou` Y est une pseudo-couronne dont l’adhe´rence est
compacte. La famille S|Y est alors celle des parties compactes de Y . La famille
des ouverts de Y qui sont la re´union disjointe de deux sous-pseudo-couronnes
ayant chacune un bout commun avec Y est cofinale dans celle des comple´mentaires
de parties de S|Y . Pour toute sous-pseudo-couronne Z de Y et tout entier i la
fle`che Hi(Y,F )→ Hi(Z,F ) est un isomorphisme d’apre`s la remarque 2.15. De
ces faits et de la suite exacte mentionne´e au 5.10.1 de´coule l’existence d’une
suite exacte
0→ Hq(Y,F )→ Hq(Y,F ) ×Hq(Y,F )→ Hq+1c (Y,F )→ 0
ou` la fle`che de gauche est la diagonale.
Remarque. Soit Q l’un des sommets de Y . Supposons d’abord qu’il n’adhe`re qu’a`
un bout de Y et soit E le syste`me de composantes correspondant. La fle`che naturelle
Hq(H (Q),F )→ Hq+1
S|Y
(Y,F ) de´duite de la diffe´rentielle du complexe Rq
S
F est alors,
modulo l’isomorphisme ci-dessus, donne´e par la compose´e de
Hq(H (Q),F )→ Hq(O(E )alg,F ) ≃ H
q(E ,F ) ≃ Hq(Y,F )
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et de l’identification de Hq(Y,F ) avec le facteur de Hq(Y,F )×Hq(Y,F ) qui correspond
au bout en question. SiQ adhe`re aux deux bouts de Y on note E et E ′ les deux syste`mes
de composantes concerne´s et la fle`che e´tudie´e s’identifie alors a`
Hq(H (Q),F )→ Hq(E ,F )× Hq(E ′,F ) ≃ Hq(Y,F )× Hq(Y,F ).
Le choix d’un des deux bouts de Y (ou, si l’on pre´fe`re, d’une orientation)
fournit en conse´quence un isomorphisme Hq+1c (Y,F ) ≃ Hq(Y,F ) ; on fixe un
tel choix de sorte que P adhe`re au bout en question.
Explicitons l’isomorphisme ci-dessus, ou plus pre´cise´ment sa re´ciproque. Le
cup-produit avec la section 1 de H0(Y,Z/n) est l’identite´ de Hq(Y,F ) modulo l’i-
somorphisme F ≃ F ⊗Z/n. Par fonctorialite´ la fle`che Hq(Y,F )→ Hq+1c (Y,F )
est donc donne´e par le cup-produit avec l’image ̟n de 1 dans H
1
c(Y,Z/n). La
classe ̟n se de´crit facilement : on se donne deux sous-pseudo-couronnes Z et
Z ′ de Y disjointes et ayant chacune un bout commun avec Y . On suppose
que Z est celle qui est situe´e du coˆte´ que l’on a choisi. Le comple´mentaire de
Z
∐
Z ′ dans Y est compact. On conside`re la section du Z/n-torseur trivial sur
Z
∐
Z ′ qui vaut 1 sur Z et 0 sur Z ′ ; l’image de cette section par la fle`che
lim
→
H0(Y − K,Z/n) → H1c(Y,Z/n) est e´gale a` ̟n. Notons que ̟n provient
de la classe de H1c(|Y |,Z/n) de´finie de manie`re analogue (laquelle est l’image
re´ciproque par la re´traction de la classe fondamentale modulo n de l’intervalle
oriente´ S(Y )).
Du 3.12 et du 3.13.2 de´coule l’existence d’une sous-pseudo-couronne Z de
Y aboutissant a` P (que l’on peut toujours supposer diffe´rente de Y ) et d’une
fonction inversible ξ sur Z telle que (λ, h) 7→ λ+h∪(ξ) de´finisse un isomorphisme
Hq(c(Y ),F ) ⊕ Hq(c(Y ),F (−1)) ≃ Hq(Y,F ), ou` la classe (ξ) est vue comme
appartenant a` H1(Y, µn) par le biais de H
q(Z,F ) ≃ Hq(Y,F ).
Fixons une sous-pseudo-couronne Z ′ de Y disjointe de Z et contenant l’autre
bout de Y . Le cup-produit de (ξ) (vue comme classe de H1(Y, µn)) avec ̟n est
par construction l’e´le´ment Λn,~ξ de H
2
c(Y, µn) ou`
~ξ de´signe la fonction inversible
sur Z
∐
Z ′ qui vaut ξ sur Z et 1 sur Z ′.
En conclusion le groupe Hq+1
S|Y
(Y,F ) est e´gal a` Hq+1c (Y,F ) et chaque e´le´ment
de ce dernier posse`de une e´criture de la forme h1 ∪̟n + h2 ∪ Λn,~ξ ou` h1 (resp.
h2) appartient a` H
q(c(Y ),F ) (resp. a` Hq−1(c(Y ),F (−1)) ).
6 Un the´ore`me de comparaison
(6.1) Si X est une courbe alge´brique sur k et si L est une extension de k on
notera XL la courbe X ×kL. On dira que X a potentiellement bonne re´duction
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s’il existe une extension finie L de k et une immersion ouverte de XL dans la
fibre ge´ne´rique d’une Lo-courbe relative propre et lisse. Il revient au meˆme de
demander que X soit lisse et que |X anL | soit simplement connexe pour toute
extension L de k.
(6.2) Soit X une k-courbe alge´brique et soit F un faisceau sur X . On note
encore F le faisceau correspondant sur X an. Pour tout q on dispose d’un
diagramme commutatif a` lignes exactes
0 // H1(|X |,Rqpi∗F ) //

Hq+1(X ,F ) //

H0(|X |,Rq+1pi∗F ) //

0
0 // H1(|X an|,Rqpi∗F ) // Hq+1(X an,F ) // H0(|X an|,Rq+1pi∗F ) // 0
dans lequel la fle`che verticale du milieu est un isomorphisme d’apre`s Berkovich
de`s que F est constructible de torsion premie`re a` p ([2], cor. 7.5.4). Plac¸ons-nous
sous cette dernie`re hypothe`se. La fle`che H0(|X |,Rq+1π∗F )→ H0(|X an|,Rq+1π∗F )
est alors surjective par un argument de chasse au diagramme e´le´mentaire, et
H1(|X |,Rqπ∗F ) → H1(|X an|,Rqπ∗F ) est injective. Si l’un de ces deux mor-
phismes est un isomorphisme, il en va de meˆme de l’autre. On se propose de
donner deux conditions suffisantes pour qu’il en soit ainsi. Afin d’en rendre
l’e´nonce´ plus digeste, introduisons une de´finition.
(6.3) De´finition. Soit K un corps, soient n et q deux entiers et soit G un
faisceau en Z/n-modules sur k. On dira qu’une classe appartenant a` Hq(K,G )
est de´composable si elle peut s’e´crire comme une somme de termes de la forme
CorM/K(α ∪ β) ou` :
• M est une extension finie se´parable de k ;
• α appartient a` H1(M,µn) et β a` Hq−1(M,F (−1)).
(6.4) The´ore`me. Soit k un corps ultrame´trique complet et soit p l’exposant
caracte´ristique du corps re´siduel k˜. Soit n un entier premier a` p et soit F un
faisceau sur k donne´ par un module galoisien fini de n-torsion. Soit X une
courbe alge´brique lisse sur k et X an l’espace analytique associe´.
i) Si X a potentiellement bonne re´duction alors quel que soit q les fle`ches
H0(|X |,Rq+1π∗F )→ H0(|X an|,Rq+1π∗F )
et H1(|X |,Rqπ∗F )→ H1(|X an|,Rqπ∗F ) sont des isomorphismes.
ii) Soit q un entier tel que pour toute extension finie se´parable L de k toute
classe de Hq(L,F ) soit de´composable. Alors les fle`ches
H0(|X |,Rq+1π∗F )→ H0(|X an|,Rq+1π∗F )
et H1(|X |,Rqπ∗F )→ H1(|X an|,Rqπ∗F ) sont des isomorphismes.
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De´monstration. Les fle`ches radicielles e´tant sans effet sur les topoi en jeu on
peut supposer que X s’identifie a` un ouvert dense d’une courbe projective lisse
X . Soit E le comple´mentaire de X an dans X
an
. La proposition 4.6 assure
l’existence d’une triangulation T de X an qui est re´union de E et d’un ensemble
de points de type (2) ou (3) (dont on peut supposer qu’il rencontre chaque
composante connexe de X an) et qui est telle que toute areˆte aboutissant a` un
point de E soit une pseudo-couronne. Par compacite´ de X
an
l’ensemble T est
fini. Son intersection avec X an constitue une triangulation de cette dernie`re,
que l’on note S.
Pour chacune des assertions i) et ii) il suffit de montrer que si h est une classe
de Hq+1(X an,F ) localement triviale sur l’espace topologique |X an| alors il
existe un recouvrement (Ui) de X par des ouverts de Zariski tel que la restiction
de h a` Uani soit nulle pour tout i. Tout e´le´ment du noyau de H
q+1(X an,F )→
H0(|X an|,Rq+1π∗F ) provient de Hq+1S (X − S,F ) d’apre`s le lemme 5.7. Le
cardinal de S est fini, et tout voisinage d’un sommet contient toutes les areˆtes
y aboutissant a` l’exception d’un nombre fini d’entre elles. En conse´quence le
groupe Hq+1
S




(Y,F ) ou` Y parcourt l’ensemble
des areˆtes.
Il suffit de`s lors de montrer que pour toute areˆte Y et toute classe λ ap-
partenant a` Hq+1
S|Y
(Y,F ) l’image de λ dans Hq+1(X an,F ) est trivialise´e par
l’analytification d’un recouvrement de Zariski de X . On fixe donc Y et λ ; l’on
note j l’immersion ouverte Y →֒ X an et l’on distingue trois cas. On re´utilise
sans en rappeler le sens les notations des paragraphes 5.1, 5.10.1, 5.10.2 et 5.10.3.
(6.4.1) Si Y est un pseudo-disque alors d’apre`s le 5.10.1 le groupe Hq+1
S|Y
(Y,F )
est e´gal a` Hq+1c (Y,F ), et λ est de la forme h ∪ Λn,ξ. L’image de la classe λ
dans Hq+1(X an,F ) est simplement jc(λ)•. Cette image satisfait les conclusions
requises d’apre`s le lemme 5.3.2.
(6.4.2) Si Y est une pseudo-couronne dont l’adhe´rence n’est pas compacte
alors d’apre`s le 5.10.2 le groupe Hq+1
S|Y
(Y,F ) est trivial et il n’y a donc rien a`
de´montrer.
(6.4.3) Si Y est une pseudo-couronne dont l’adhe´rence est compacte alors
d’apre`s le 5.10.3 le groupe Hq+1
S|Y
(Y,F ) est e´gal a` Hq+1c (Y,F ), et λ est de la
forme h1 ∪ ̟n + h2 ∪ Λn,~ξ. La` encore l’image de λ dans Hq+1(X an,F ) est
simplement jc(λ)•.
La classe jc(h2 ∪Λn,~ξ)• satisfait les conclusions requises d’apre`s le lemme 5.3.2.
Il reste a` traiter le cas de jc(h1 ∪̟n)•. C’est ici (et uniquement ici)
qu’interviennent les hypothe`ses spe´cifiques aux assertions i) et ii).
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L’assertion i). La classe ̟n appartient a` H
1
c(Y,Z/n) et provient de
H1c(|Y |,Z/n). Or H1(|X anc(Y )|,Z/n) est trivial d’apre`s l’hypothe`se faite sur
X et la classe jc(h1 ∪̟n)• est de ce fait nulle en vertu du lemme 5.3.1.
L’assertion ii). Il suffit de traiter le cas ou` la classe h1 est de la forme
CorM/c(Y )(h3∪(α)), ou`M est une extension finie se´parable de c(Y ), ou` h3
appartient a` Hq−1(M,F (−1)) et ou` α est e´le´ment de M∗. Mais (α) ∪̟n
est e´gale a` Λn,~α dans le groupe H
2
c(Y ×c(Y )M,µn) avec les notations de la
fin du 5.10.3. En conse´quence h1 ∪̟n est e´gale a` CorM/c(Y )(h3 ∪ Λn,~α).
On de´duit de ce fait et du lemme 5.3.2 que la classe jc(h1 ∪̟n)• satisfait
les conclusions requises, ce qui ache`ve la de´monstration du the´ore`me. 
Quelques commentaires a` propos des classes de´composables
(6.5) Soit K un corps et soit n un entier inversible dans K. Rost et Voevodsky
ont annonce´ avoir de´montre´ que pour tout entier q au moins e´gal a` 1 tout e´le´ment
de Hq(K,Z/n(q)) e´tait de´composable. Le cas ou` q vaut 1 est tautologique, celui
ou` il vaut 2 a e´te´ de´montre´ il y a longtemps par Merkurjev et Suslin (et par
Lichtenbaum encore avant dans le cas particulier ou` K est p-adique).
(6.6) Supposons que K est un corps complet pour une valeur absolue ul-
trame´trique | | telle que |K∗| soit libre de rang 1. Soit n un entier inversible
dans K˜ et soit F un faisceau e´tale sur K donne´ par un module galoisien fini
annule´ par n. Soit π une uniformisante de K.
(6.6.1) Si K˜ est se´parablement clos alors pour tout entier q toute classe de
Hq(K,F ) est de´composable ; c’est une reformulation de la dualite´ pour la coho-
mologie de K (compte-tenu du fait que les racines n-ie`mes de l’unite´ sont dans
K).
(6.6.2) Supposons maintenant que K˜ est fini. Tout e´le´ment de H2(K,F ) est
alors de´composable. En effet si F est constant et si les racines n-ie`mes de l’unite´
sont dans le corps de base c’est simplement le re´sultat de Lichtenbaum men-
tionne´ ci-dessus. Dans le cas ge´ne´ral on de´duit l’assertion de la surjectivite´ de la
corestriction, elle-meˆme conse´quence de la dualite´ de Tate et de l’injectivite´ des
restrictions au niveau du H0. Si de plus F est non ramifie´ alors H1(K,F ) est lui
aussi constitue´ de classes de´composables. Pour le voir on remarque tout d’abord
que tout e´le´ment de H1(K,F ) est dans ces conditions de la forme h + (π) ∪ η
ou` h provient de H1(Ko,F ) ≃ H1(K˜,F ), ou` η appartient a` H0(K,F (−1)) et
ou` (π) de´signe l’image de π dans H1(K,µn). Il suffit donc de montrer toute
classe de H1(K˜,F ) est de´composable. On proce`de de`s lors comme ci-dessus en
se ramenant au cas constant et en utilisant la dualite´, sur les corps finis cette
fois.
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(6.7) On de´signe toujours par k un corps ultrame´trique complet et l’on note
p l’exposant caracte´ristique de k˜. Soit l un nombre premier diffe´rent de p et
soit K un corps de de´composition de X l − 1 sur k. L’entier [K : k] est pre-
mier a` l. Soit F un faisceau sur k donne´ par un module galoisien fini et
de l-torsion et soit X une courbe alge´brique lisse sur k. Soit q un entier.
Supposons que H0(|XK |,Rq+1π∗F ) → H0(|X anK |,Rq+1π∗F ) soit un isomor-
phisme ; alors par un argument imme´diat de restriction-corestriction le noyau
de H0(|X |,Rq+1π∗F )→ H0(|X an|,Rq+1π∗F ) est forme´ de classes triviales au
point ge´ne´rique de X , donc nulles par purete´. Cette fle`che est en conse´quence
un isomorphisme, et il en va alors de meˆme de
H1(|X |,Rqπ∗F )→ H1(|X an|,Rqπ∗F ).
Re´capitulons ce qui pre´ce`de sous forme d’un corollaire au the´ore`me 6.4.
(6.8) Corollaire. Soit X une courbe alge´brique lisse sur un corps ultrame´trique
complet k, soit q un entier et soit n un entier premier a` la caracte´ristique
re´siduelle de k. Soit F un faisceau e´tale sur k donne´ par un module galoisien
fini annule´ par n. Les fle`ches
H0(|X |,Rq+1π∗F )→ H0(|X an|,Rq+1π∗F )
et H1(|X |,Rqπ∗F ) → H1(|X an|,Rqπ∗F ) sont alors des isomorphismes dans
chacun des cas suivants :
• si |k∗| est libre de rang 1 et si k˜ est se´parablement clos ;
• si |k∗| est libre de rang 1, si k˜ est fini et si q est au moins e´gal a` 2 ;
• si |k∗| est libre de rang 1, si k˜ est fini, si F est non ramifie´ et si q est e´gal
a` 1 ;
• si q est e´gal a` 1 ou 2 et si F est e´gal a` Z/n(q) ;
• si q est supe´rieur ou e´gal a` 1 et si F est e´gal a` Z/n(q), modulo les re´sultats
de Rost et Voevodsky ;
• si n est premier, si q est e´gal a` 1 ou 2 et si F est de la forme Z/n(i) pour
un certain i ;
• si n est premier, si q est supe´rieur ou e´gal a` 1 et si F est de la forme
Z/n(i) pour un certain i, modulo les re´sultats de Rost et Voevodsky. 
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7 Exemple : le cas des courbes de Tate
On de´signe toujours par k un corps ultrame´trique complet, et par p l’exposant
caracte´ristique de k˜. On suppose que |k∗| n’est pas triviale.
(7.1) Soit α un e´le´ment de k∗ de valeur absolue strictement infe´rieure a` 1.
Le quotient de Ganm par le sous-groupe α
Z est un groupe k-analytique compact,
sans bord et de dimension 1 qui est isomorphe a` l’analytification X an d’une k-
courbe elliptique X a` re´duction multiplicative. Notons t la fonction coordonne´e
canonique sur Gm. Alors r 7→ (
∑
ait
i 7→ max |ai|ri) e´tablit un home´omorphisme
entre R∗+ et S(G
an




(7.2) Remarque. Le groupe H1(L,Z) est nul pour toute extension L de k ;
on en de´duit que X (L) est isomorphe a` L∗/(α)Z pour tout corps ultrame´trique
complet L au-dessus de k.








est convergent dans l’alge`bre de Fre´chet des fonctions k-analytiques sur Ganm
et de´finit donc une telle fonction que l’on notera ∆. Elle satisfait l’e´quation
fonctionnelle ∆(αt) = (−1/t)∆(t). Ses ze´ros sont les puissances de α et sont
tous simples.
(7.4) Soit P le point de S(Ganm ) tel que |t(P )| soit e´gal a` 1, et soitQ l’image de P
sur X an. Le singleton {P} constitue une triangulation de Ganm . Les couronnes de
Ganm respectivement de´finies par les ine´galite´s |t| > 1 et |t| < 1 seront note´es Y+
et Y−. Ce sont deux areˆtes de la triangulation {P}, les autres e´tant des pseudo-
disques. Le comple´mentaire de Y+ ∪ Y− dans Ganm est le domaine k-affino¨ıde
Ganm,1 de´fini par l’e´galite´ |t| = 1. Par construction {P} est une triangulation de
Ganm,1.
L’uniformisation Ganm → X an e´tablit un isomorphisme entre Ganm,1 et un
domaine k-affino¨ıde T de X an. Le comple´mentaire Y de T est une couronne
dont les deux bouts adhe`rent a` Q. Le singleton {Q} constitue une triangulation
de X an. Sa restriction a` T correspond via l’isomorphisme mentionne´ ci-dessus
a` la triangulation {P} de Ganm,1. En particulier toutes les areˆtes de {Q} incluses
dans T sont des pseudo-disques et {Q} posse`de une et une seule areˆte en dehors
de T , a` savoir la couronne Y .
(7.5) Orientons S(Ganm ) dans le sens ou` |t| de´croˆıt. On en de´duit une orientation
de S(X an), et partant de S(Y ). On note ω (resp. ̟) l’e´le´ment de H1(X an,Z)
(resp. H1c(Y,Z)) qui provient de l’image re´ciproque par la re´traction de la classe
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fondamentale topologique de la courbe lisse oriente´e S(X an) (resp. S(Y )). Pour
tout entier n on de´finit de meˆme ωn et ̟n en remplac¸ant Z par Z/n. Si j de´signe
l’immersion Y →֒ X an on a jc(̟) = ω et jc(̟n) = ωn pour tout n.
(7.6) La fle`che Ganm → X an en induit une de k∗ vers X (k), dont le noyau
est αZ. Comme X est une courbe elliptique X (k) s’identifie naturellement a`
Pic0X , ce qui fournit un morphisme de groupes
k∗ → H1(X ,Gm) ≃ H1(X an,Gm)
(ce dernier isomorphisme de´coulant de GAGA), lequel se de´crit comme suit :
si u est un e´le´ment de k∗ son image dans H1(X an,Gm) est e´gale a` u ∪ ω, soit
encore a` jc(u ∪̟).
Plus ge´ome´triquement le fibre´ correspondant E se de´crit comme suit. Soit V
un voisinage de T coupant Y selon deux composantes connexes W+ et W−, les
notations e´tant choisies de sorte que l’orientation de S(Y ) aille du (−) vers le
(+). On peut alors construire E en recollant OV et OY via l’identification de la
section 1 de OV et de la section (1, u) de OW−∪W+ .
Pour justifier cette assertion on remarque que l’image re´ciproque de E sur
Ganm est le fibre´ trivial sur lequel Z agit par multiplication par α sur la base et
par u sur les fibres. De`s lors il existe une bijection naturelle entre l’ensemble des
sections me´romorphes de E et l’ensemble des fonctions me´romorphes f sur Ganm
satisfaisant l’e´quation fonctionnelle f(αt) = uf(t). Or ∆(t/u)/∆(t) est une telle
fonction ; si u est une puissance de α elle est inversible, et E est trivial. Sinon
ses ze´ros sont les uαn pour n parcourant Z, et sont simples ; ses poˆles sont les
αn pour n parcourant Z, et sont e´galement simples. Le diviseur de la section
correspondante de E est donc e´gal a` Pu−O ou` Pu est l’image de u dans X (k),
et O le neutre (ou encore l’image de 1). Ceci permet de conclure.
(7.7) Soit F un faisceau sur k donne´ par un module galoisien fini de cardinal
premier a` p. Soit n un entier annulant F . Soit q un entier et soit h appartenant
a` Hq(Y,F ). Le 5.5 et les calculs explicites faits aux paragraphes 5.10.1, 5.10.2
et 5.10.3 fournissent alors une condition ne´cessaire et suffisante pour que la
classe jc(h ∪ ̟n) soit nulle. C’est plus pre´cise´ment le cas si et seulement si il
existe un e´le´ment λ appartenant a` Hq(H (Q),F ) (que l’on peut prolonger en
une classe de´finie au voisinage de Q, classe que l’on notera encore λ) et qui
ve´rifie :
i) pour toute areˆte Z incluse dans T il existe une sous-pseudo-couronne de
Z sur laquelle λ est de´finie et constante (c’est-a`-dire provient de c(Z)) ;
ii) il existe deux sous-couronnes disjointes W+ et W− de Y , chacune situe´e
a` un bout (les signes e´tant toujours choisis de manie`re compatible avec
l’orientation) et incluse dans l’ouvert de de´finition de λ, et telles que
λ|W+ − λ|W− soit e´gale a` h, la diffe´rence e´tant calcule´e dans Hq(Y,F ) via
les isomorphismes Hq(W+,F ) ≃ Hq(Y,F ) et Hq(W−,F ) ≃ Hq(Y,F ).
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(7.8) Conside´rons une classe λ comme ci-dessus. L’uniformisation Ganm → X an
induit un isomorphisme entre Ganm,1 et T qui respecte les triangulations con-
side´re´es ; la classe λ peut donc eˆtre vue comme un e´le´ment de Hq(H (P ),F ),
que l’on peut prolonger au voisinage de P dans Ganm en une classe note´e encore
λ et qui posse`de la proprie´te´ suivante : pour toute areˆte Z incluse dans Ganm,1
il existe une sous-pseudo-couronne de Z sur laquelle λ est de´finie et constante
(c’est-a`-dire provient de c(Z)).
Les areˆtes de la triangulation {P} sont toutes incluses dans T a` l’excep-
tion des couronnes Y+ et Y−, qui sont toutes deux d’adhe´rence non compacte
dans Ganm . On de´duit alors des paragraphes 5.10.1 et 5.10.2 que λ s’annule dans
Hq+1{P}(G
an
m − {P},F ) ; en conse´quence elle provient d’apre`s le 5.5 d’une classe
de Hq(Ganm ,F ) que l’on note encore λ.
Soient V+ et V− deux sous-couronnes respectives de Y+ et Y−, aboutissant
a` P , et telles que la fle`che de Ganm dans X
an induise un isomorphisme entre V+
et une sous-couronne V+ de Y , ainsi qu’entre V− et une sous-couronne V− de
Y . Les sous-couronnes V+ et V− sont ne´cessairement disjointes. Notons que t
de´finit via l’isomorphisme V− ≃ V− une fonction coordonne´e τ sur W− ; celle-ci
s’e´tend en une fonction coordonne´e τ de´finie sur Y dont la restriction a` V+
correspond, par le biais de V+ ≃ V+, a` la fonction αt.
Comme Ganm est une couronne on peut e´crire λ sous la forme µ+ (t) ∪ η ou`
µ appartient a` Hq(k,F ) et η a` Hq−1(k,F (−1)). Avec les notations du 7.7 on a
de`s lors λ|W− = µ+ (τ) ∪ η et λ|W+ = µ+ (ατ) ∪ η ; par conse´quent h est e´gale
a` (α) ∪ η.
Re´ciproquement si η appartient a` Hq−1(k,F (−1)) alors jc((α)∪η∪̟n), qui
n’est autre que (α) ∪ η ∪ ωn, est triviale : en effet (α) ∪ ωn provient par le biais
du cobord de la suite de Kummer de la classe α∪ω de Hq(X an,Gm) (ou` α est
vu comme appartenant a` H0(X an,Gm)), laquelle est d’apre`s le 7.6 l’image de
α par la fle`che k∗ → X (k). Elle est donc nulle, ce qui permet de conclure. On
a finalement e´tabli la proposition suivante :
(7.9) Proposition. Avec les notations ci-dessus le noyau de la fle`che
h 7→ jc(h ∪̟n)
qui va de Hq(Y,F ) dans Hq+1(X an,F ) ≃ Hq+1(X ,F ) est le sous-groupe
forme´ des classes de la forme (α) ∪ η ou` η appartient a` Hq−1(k,F (−1)). 
(7.10) Description du groupe H0(|X an|,Rqπ∗F ). Le the´ore`me 5.9 stipule
que le groupe en question est isomorphe au noyau de
Hq(H (Q),F )→ Hq+1{Q}(X an − {Q},F ).
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Soit λ appartenant a` Hq(H (Q),F ). On la prolonge au voisinage de Q en une
classe encore note´e λ ; des remarques faites au 5.10.1 et 5.10.3 on de´duit que
λ appartient au noyau conside´re´ si et seulement si elle satisfait la condition i)
du 7.7 et la condition ii) du meˆme paragraphe avec h = 0.
Voyons λ comme un e´le´ment de Hq(H (P ),F ) par le biais de l’isomorphisme
H (Q) ≃ H (P ) induit par l’uniformisation. En utilisant le the´ore`me 5.9 ainsi
que le 5.10.2 on voit exactement comme au 7.8 que la condition i) e´quivaut
a` dire que λ se prolonge en une classe de Hq(Ganm ,F ) ; une telle classe est
ne´cessairement unique d’apre`s la proposition 3.13.1 puisqueGanm est une couronne.
Pour cette meˆme raison cet unique prolongement est alors ne´cessairement de la
forme µ+(t)∪η ou` µ appartient a` Hq(k,F ) et η a` Hq−1(k,F (−1)). Les classes
µ et η sont de´termine´es sans ambigu¨ıte´.
Dans cette situation la diffe´rence λ|W+ − λ|W− (avec les notations du 7.7
et par le meˆme raisonnement qu’au 7.8) est e´gale a` (α) ∪ η. Compte-tenu du
fait que Hq(k,F ) s’injecte dans Hq(Y,F ) puisque Y est une couronne on vient
finalement d’e´tablir la proposition suivante :
(7.11) Proposition. Identifions t a` un e´le´ment de H (Q)∗ via l’isomorphisme
H (Q) ≃ H (P ) induit par l’uniformisation. Notons (α)Hq−1(k,F (−1)) le sous-
groupe de Hq−1(k,F (−1)) forme´ des classes annule´es par le cup-produit avec
(α). Soit µ un e´le´ment de Hq(k,F ) et soit η un e´le´ment de (α)H
q−1(k,F (−1)).
Alors la classe µ+(t)∪η de Hq(H (Q),F ) s’e´tend d’une unique manie`re en un
e´le´ment de H0(|X an|,Rqπ∗F ) et cette construction induit un isomorphisme
Hq(k,F )⊕ (α)Hq−1(k,F (−1)) ≃ H0(|X an|,Rqπ∗F ). 
(7.12) On conserve toujours les meˆmes notations. La classe jc(τ ∪ ̟) est un
e´le´ment de Pic X an, qui est isomorphe a` Pic X par GAGA. L’image re´ciproque
sur Ganm du fibre´ correspondant F est le fibre´ trivial sur lequel Z agit en multipli-
ant par α sur la base et par t sur les fibres ; l’espace des sections me´romorphes
de F est donc en bijection naturelle avec l’ensemble des fonctions me´romorphes
f sur Ganm qui satisfont l’e´quation fonctionnelle f(αt) = tf(t). Or c’est le cas de
1/∆, qui n’a pas de ze´ros et dont les poˆles sont les puissances de α et sont sim-
ples. La section me´romorphe correspondante de F a donc pour diviseur (−O) ;
en conse´quence F est de degre´ (−1). Comme Pic X est une extension de Z (via
le degre´) par PicoX on de´duit de ce qui pre´ce`de et du 7.6 que tout e´le´ment de
H1(X ,Gm) est de la forme jc(uτm∪̟) pour un certain u appartenant a` k∗ (et
uniquement de´termine´ modulo αZ) et un certain entier relatif m.
(7.13) Soit x un point ferme´ de X et soit η un e´le´ment de Hq−1(κ(x),F (−1)).
Notons c(x) l’image de x dans H1
x
(X ,Gm) (obtenue en trivialisant le fibre´ as-
socie´ au diviseur x par la section 1 sur l’ouvert X − {x}). Soit ∂ le cobord
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de la suite exacte de Kummer. Le cup-produit ∂(c(x)) ∪ η vit dans le groupe
Hq+1x (X ,F ) ; on note (∂(c(x)) ∪ η)• la classe de Hq+1(X ,F ) obtenue en ou-
bliant le support.
Supposons que κ(x) est se´parable sur k. Le point x posse`de un ante´ce´dent
κ(x)-rationnel y sur Xκ(x). On a l’e´galite´ ∂(c(x)) ∪ η = Corκ(x)/k(∂(c(y)) ∪ η).
Par ailleurs (∂(c(y)) ∪ η)• est e´gal a` (∂(c(y))• ∪ η puisque η provient de la
cohomologie de κ(x).
La classe c(y)• peut eˆtre vue comme un e´le´ment de H
1(X anκ(x),Gm) ; elle est
donc de la forme jc(uτ
m ∪ ̟) ou` u appartient a` κ(x)∗ et ou` m est un entier
relatif. De`s lors ∂(c(y))• s’e´crit (u) ∪ ωn +mjc((τ) ∪ ̟n). On de´duit de tout
ceci l’e´galite´
(∂(c(x)) ∪ η)• = Corκ(x)/k((u) ∪ η) ∪ ωn +mjc((τ) ∪ Corκ(x)/k(η) ∪̟n)
dans le groupe Hq+1(X ,F ).
(7.14) The´ore`me. De´signons par S le sous-groupe de Hq(k,F ) forme´ des
classes de´composables. L’application h 7→ h ∪ ωn, compose´e avec les fle`ches
Hq+1(X an,F ) ≃ Hq+1(X ,F )→ H0(|X |,Rq+1π∗F ),
e´tablit un isomorphisme entre Hq(k,F )/S et le noyau de
H0(|X |,Rq+1π∗F )→ H0(|X an|,Rq+1π∗F ).
De´monstration. Notons pour commencer que la classe ωn provient du groupe
H1(|X an|,Z/n) ; en conse´quence pour toute classe h l’e´le´ment h ∪ ωn se tue
dans H0(|X an|,Rq+1π∗F ). De plus h ∪ ωn est e´gale a` jc(h ∪ ̟n). Si h est
de´composable on en de´duit, par la me´thode suivie lors de la de´monstration
de l’assertion ii) du the´ore`me 6.4, que h ∪ ωn est localement triviale pour la
topologie de Zariski, et donc est nulle si on la voit dans H0(|X |,Rq+1π∗F ) ;
on a bien ainsi de´fini un morphisme de Hq+1(k,F )/S vers le noyau de la fle`che
H0(|X |,Rq+1π∗F )→ H0(|X an|,Rq+1π∗F ).
(7.14.1) Le morphisme est surjectif. Conside´rons un e´le´ment λ appartenant
au noyau de H0(|X |,Rq+1π∗F ) → H0(|X an|,Rq+1π∗F ). La classe λ provient
d’une classe de Hq+1(X ,Gm) ≃ Hq+1(X an,Gm) que l’on notera encore λ. Par
hypothe`se λ s’annule dans H0(|X an|,Rq+1π∗F ). Du 5.5 et du lemme 5.7 on
de´duit que λ provient du groupe Hq+1{Q}(X
an−{Q},F ). On a vu lors de la preuve
du the´ore`me 6.4 que Hq+1{Q}(X
an − {Q},F ) e´tait isomorphe a` la somme directe
des Hq+1{Q}
|Z
(Z,F ) ou` Z parcourt l’ensemble des areˆtes de la triangulation {Q}.
Comme elles sont toutes d’adhe´rence compacte on a en fait affaire a` la somme
directe des Hq+1c (Z,F ).
45
Si Z est un pseudo-disque alors l’image de tout e´le´ment de Hq+1c (Z,F ) dans
Hl+1(X an,F ) est localement triviale pour la topologie de Zariski de X d’apre`s
le 6.4.1, donc nulle une fois vue dans H0(|X |,Rq+1π∗F ).
Il reste a` traiter le cas de l’areˆte Y . Tout e´le´ment de Hq+1c (Y,F ) est de la
forme (µ+ (τ) ∪ η) ∪̟n ou` µ et η appartiennent respectivement a` Hq(k,F ) et
Hq−1(k,F (−1)). En vertu du 6.4.3 l’image de ((τ)∪η)∪̟n dans Hq+1(X an,F )
est localement triviale pour la topologie de Zariski de X et donc est nulle dans
H0(|X |,Rq+1π∗F ). On peut finalement supposer que λ s’e´crit jc(µ∪̟n), c’est-
a`-dire encore µ ∪ ωn. Ceci permet de conclure a` la surjectivite´.
(7.14.2) Le morphisme est injectif. Soit h appartenant a` Hq(k,F ) telle que
l’e´le´ment h ∪ ωn de Hq+1(X an,F ) ≃ Hq+1(X ,F ) s’annule dans le groupe
H0(|X |,Rq+1π∗F ). Alors cette classe est en particulier trivialise´e sur un ouvert
de Zariski non vide de X ; quitte a` faire une extension finie purement inse´parable
de k (ce qui est sans effet sur ce qu’on e´tudie) on peut supposer que l’ouvert en
question est le comple´mentaire d’un ensemble fini {x1, . . . ,xr} de points ferme´s
a` corps re´siduels se´parables sur k. La suite exacte de cohomologie a` support
combine´e avec les the´ore`mes de purete´ en cohomologie e´tale assure alors que
h ∪ ωn s’e´crit
∑
(∂(c(xi)) ∪ ηi)•, avec les notations du 7.13, ou` ηi appartient
pour tout i a` Hq−1(κ(xi),F (−1)).




Corκ(xi)/k((ui) ∪ ηi) +mi(τ) ∪ Corκ(xi)/k(ηi)
] ∪̟n)
ou`, i e´tant fixe´, ui appartient a` κ(xi)
∗ et mi a` Z.
De la proposition 7.9 on de´duit que l’image de h dans Hq(Y,F ) est e´gale a`∑
Corκ(xi)/k((ui) ∪ ηi) +mi(τ) ∪ Corκ(xi)/k(ηi)
modulo une classe qui est de la forme (α)∪β ou` β appartient a` Hq−1(k,F (−1)).
Quitte a` retrancher cette dernie`re (qui est de´composable) a` h on peut supposer
que la restriction de h a` Hq(Y,F ) est exactement∑
Corκ(xi)/k((ui) ∪ ηi) +mi(τ) ∪Corκ(xi)/k(ηi).
Comme Y est une couronne Hq(k,F ) s’injecte dans Hq(Y,F ) et son image est
en somme directe avec le groupe des classes de la forme (τ) ∪ η ; de`s lors h est
e´gale a`
∑
Corκ(xi)/k((ui) ∪ ηi) et appartient en conse´quence a` S, ce qui ache`ve
la de´monstration. 
(7.15) Remarque. Le the´ore`me ci-dessus montre que les conditions suffisantes
i) et ii) du the´ore`me 6.4 sont optimales.
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8 Classes gratte-ciel et contre-exemples au principe
de Hasse
On de´signe a` nouveau par k un corps ultrame´trique complet quelconque (la
valeur absolue peut eˆtre triviale). L’exposant caracte´ristique de k˜ est toujours
note´ p. La notion de faisceau raisonnable est celle de la de´finition 5.4.
(8.1) Lemme. Soit X une k-courbe qui est ou bien un pseudo-disque, ou bien
une pseudo-couronne. Soit F un faisceau raisonnable sur X, soit q un entier
et soit h appartenant a` Hq(X,F ). Supposons qu’il existe un ensemble ferme´ et
discret E de X tel que h(P ) soit nulle pour tout P n’appartenant pas a` E. Alors
h est nulle.
De´monstration. Si X est une pseudo-couronne alors il existe un point P sur
S(X) qui n’est pas dans E, et le re´sultat se de´duit de la proposition 3.13.1. Si
X est un pseudo-disque il posse`de une sous-pseudo-couronne Z et il existe un
point de S(Z) qui n’est pas dans E. On conclut a` l’aide du 3.14. 
(8.2) De´finition. Soit X un espace k-analytique, soit F un faisceau sur X
et soit q un entier. On dira qu’un e´le´ment h de H0(|X |,Rqπ∗F ) est une classe
gratte-ciel s’il existe un sous-ensemble ferme´ et discret E de X tel que la restric-
tion de h a` X − E soit triviale. Le sous-groupe de H0(|X |,Rqπ∗F ) forme´ des
classes gratte-ciel sera note´ Gq(X,F ). On de´signera par Gqc(X,F ) le groupe
des classes gratte-ciel a` support compact.
(8.3) Soit X une k-courbe qui est ou bien un pseudo-disque ou bien une
pseudo-couronne. Si F est un faisceau raisonnable sur X alors pour tout q
les groupes Gq(X,F ) et Gqc(X,F ) sont nuls : en effet H
0(|X |,Rqπ∗F ) s’iden-
tifie a` Hq(X,F ) d’apre`s la proposition 3.18, et il n’y a plus alors qu’a` appliquer
le lemme 8.1.
(8.4) Soit X un espace k-analytique et F un faisceau sur X . Soit P un point
de X . Soit q un entier. On notera GqP (X,F ) le sous-groupe de H
q(H (P ),FP )
forme´ des classes qui s’annulent sur un voisinage e´pointe´ de P . Si E est un
sous-ensemble ferme´ et discret de X le sous-groupe de Gq(X,F ) (resp. de








(8.4.1) On a donc e´quivalence entre les trois propositions :
• Gq(X,F ) est nul.
• Gqc(X,F ) est nul.
• Pour tout point P de X le groupe GqP (X,F ) est trivial.
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(8.4.2) En particulier si X est un pseudo-disque ou une pseudo-couronne et si
F est raisonnable alors GqP (X,F ) est nul pour tout point P de X .
(8.5) Lemme. Soit X une k-courbe quasi-lisse et soit P un point de X ou bien
de type (2), ou bien de type (3). Soit F un faisceau raisonnable sur X, soit q
un entier, et soit h appartenant au groupe Hq(H (P ),FP ). Alors h appartient
a` GqP (X,F ) si et seulement si la restriction de h a` H
q(O(E )alg,F ) (restriction
de´finie via l’isomorphisme entre la cohomologie de OX,P et celle de H (P ) ) est
triviale pour tout syste`me de composantes E adhe´rent a` P .
De´monstration. La classe h s’e´tend en un e´le´ment de Hq(V,F ) pour un
certain voisinage V de P . Supposons que h appartienne a` GqP (X,F ). On peut
alors restreindre V de sorte que h|V−{P} soit nulle. Sous cette hypothe`se la
classe h|EV est a fortiori triviale, et comme H
q(O(E )alg,F ) est naturellement
isomorphe a` la limite inductive des Hq(EV ,F ) d’apre`s le lemme 3.10 le re´sultat
cherche´ s’ensuit aussitoˆt.
Pour la re´ciproque la proposition 4.5 permet de supposer que P est un som-
met d’une triangulation de V , et donc de se ramener au cas ou` V − {P} est
une somme disjointe de pseudo-disques et de pseudo-couronnes aboutissant a` P .
Soit Y une composante connexe de V −{P} et soit E le syste`me de composantes
correspondant (ou l’un des deux si Y est une pseudo-couronne telle que Y ∪{P}
soit un cercle). Comme la restriction de h a` O(E )alg est triviale le lemme 3.10
assure qu’il existe une sous-pseudo-couronne Z de Y aboutissant a` P telle que
h|Y soit nulle. Or l’application de restriction
Hq(Y,F )→ Hq(Z,F )
est injective : si Y est-elle meˆme une pseudo-couronne c’est la remarque 2.15.
Si Y est un pseudo-disque alors la restriction de F a` Y provient d’un faisceau
raisonnable sur c(Y ) par le 2.13, faisceau que l’on note encore F . D’autre part
c(Z) est e´gal a` c(Y ) et Hq(c(Z),F ) → Hq(Z,F ) est injective d’apre`s le 3.12.
Finalement h|Y est nulle, et ce pour toute composante connexe Y de V − {P}.
On en de´duit que h appartient a` Gq(X,P ). 
(8.6) Lemme. Soit X une k-courbe quasi-lisse. Soit P un point de X qui est
ou bien rigide, ou bien de type (3) et non isole´. Soit F un faisceau raisonnable
sur X et soit q un entier. Le groupe GqP (X,F ) est nul.
De´monstration. Si P est rigide il posse`de alors un voisinage qui est un pseudo-
disque, et donc GqP (X,F ) est nul d’apre`s le 8.4.2 ci-dessus.
Soit P un point de type (3) non isole´ dans X et soit h un e´le´ment du groupe
Hq(OX,P ,F ) qui appartient a` G
q
P (X,F ). Comme P est non isole´ il y a au moins
un syste`me de composantes E de X adhe´rent a` P . Le lemme 8.5 assure que la
restriction de h a` O(E )alg est triviale. CommeO(E )alg s’identifie a` OX,P en vertu
du 3.5.3 la classe h est elle-meˆme nulle, ce qui termine la de´monstration. 
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(8.7) Proposition. Soit X une k-courbe quasi-lisse sans point de type (3) isole´.
Soit S une triangulation de X et soit S(2) l’ensemble des sommets de type (2).
Soit F un faisceau raisonnable sur X et soit U un ouvert de X. Soit q un entier.
Le support de toute classe gratte-ciel de H0(|U |,Rqπ∗F ) est alors contenu dans
S(2)∩U ; autrement dit Gq(U,F ) (resp. Gqc(U,F ) ) est naturellement isomorphe
a` ∏
P∈U∩S(2)
GqP (X,F ) (resp.
⊕
P∈U∩S(2)
GqP (X,F ) ).
De´monstration. Soit P un point de U . Notons que comme U est un ouvert
de X les groupes GqP (U,F ) et G
q
P (X,F ) co¨ıncident. Si P n’est pas dans S il
posse`de dans X un voisinage qui est un pseudo-disque ou une pseudo-couronne,
et en conse´quence GqP (U,F ) est nul d’apre`s le 8.4.2. Si P est dans S−S(2) alors
GqP (U,F ) est trivial en vertu du lemme 8.6. Le re´sultat cherche´ de´coule de ces
faits et du 8.4. 
A partir de maintenant on fixe un nombre premier l diffe´rent de p. On
de´signe par F un k˜-module galoisien fini annule´ par ln pour un certain entier
n. On peut voir F comme un faisceau e´tale sur k˜ aussi bien que sur k. On se
donne une k-courbe quasi-lisse X.
(8.8) Soit I un ensemble tel que la partie l-primaire de
√
|k∗|/|k∗| soit isomor-
phe a` (Ql/Zl)(I). Si P est un point de type (2) de X alors |k∗| est d’indice fini
dans |H (P )∗|. La partie l-primaire de
√
|H (P )∗|/|H (P )∗| est en conse´quence






parties de I a` r e´le´ments.
(8.9) Remarque. Seul importe le cardinal de I. Il de´pend a priori du nombre
premier l fixe´ ; toutefois si le groupe abe´lien |k∗| est abstraitement isomorphe a`
une somme directe Z(B) ⊕D ou` B est un ensemble et D un Q-espace vectoriel
alors |I| est e´gal a` |B| et ce quelque soit l.
(8.10) Soit P un point de type (2) de X . Le corps re´siduel H˜ (P ) est le corps
des fonctions d’une courbe projective, normale et ge´ome´triquement inte`gre sur
une certaine extension finie de k˜, et que l’on appellera la courbe re´siduelle.
Si Q est un point ferme´ de ladite courbe (ou encore une k˜-valuation discre`te
de H˜ (P )) on de´signera par H˜ (P )
Q
le hense´lise´ correspondant. Rappelons que
l’ensemble des syste`mes de composantes adhe´rents a` P est en bijection naturelle
avec l’ensemble des points ferme´s d’un ouvert de Zariski non vide de la courbe
re´siduelle, ouvert que l’on notera UX,P et qui est e´gal a` la courbe toute entie`re
dans le cas ou` P est un point inte´rieur de X . La proposition ci-dessous est une
conse´quence imme´diate du 8.8 et des lemmes 1.6 et 1.9.
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(8.11) Proposition. On conserve les notations introduites ci-dessus. Soit q
un entier et soit P un point de type (2) de X. Il existe un isomorphisme




Hq−r(H˜ (P ),F (−r))
]((Ir))
qui posse`de la proprie´te´ suivante : soit h appartenant a` Hq(H (P ),F ). Ecrivons
h =
∑
hi au moyen de l’isomorphisme en question. Si E est un syste`me de
composantes adhe´rent a` P et si Q de´signe le point ferme´ correspondant de la
courbe re´siduelle, alors l’image de h dans Hq(O(E )alg,F ) (via l’isomorphisme
entre la cohomologie de H (P ) et celle de OX,P ) est nulle si et seulement si la
restriction a` la cohomologie de H˜ (P )
Q
de chacune des hi est triviale. 
(8.12) Exemples. Compte-tenu de la remarque 8.9 la proposition ci-dessus
admet les de´clinaisons suivantes : si |k∗| est un Q-espace vectoriel alors le
groupe Hq(H (P ),F ) est isomorphe a` Hq(H˜ (P ),F ). Si |k∗| est libre de rang 1
(autrement dit si k est complet pour une valuation discre`te) alors Hq(H (P ),F )
est isomorphe a` Hq(H˜ (P ),F ) ⊕ Hq−1(H˜ (P ),F (−1)). Dans le cas ou` |k∗| est
libre de rang 2 on trouve
Hq(H˜ (P ),F )⊕ (Hq−1(H˜ (P ),F (−1)) )2 ⊕Hq−2(H˜ (P ),F (−2)), etc.
(8.13) Soit P un point de type (2) de X . Si U est un ouvert de Zariski non
vide de la courbe re´siduelle correspondante, si G est un k˜-faisceau e´tale et si q
est un entier on notera Xq
U
(H˜ (P ),G ) le noyau de
Hq(H˜ (P ),G )→
∏




Lorsque U est la courbe re´siduelle toute entie`re on omettra de le rappeler en
indice et l’on e´crira simplement Xq(H˜ (P ),G ). Notons que X0
U
(H˜ (P ),G ) est
nul.
Le lemme 8.5 et la proposition 8.11 permettent aussitoˆt d’e´tablir le re´sultat
suivant :
(8.14) Proposition. Soit P un point de type (2) de X. Le groupe GqP (X,F )






(H˜ (P ),F (−r))
]((Ir))
.
Si P est inte´rieur (ce qui est par exemple toujours le cas si X est lisse) on peut
donc e´crire









(8.15) Exemples.De´crivons plus pre´cise´ment GqP (X,F ) lorsque P est inte´rieur
et sous certaines hypothe`ses particulie`res.
(8.15.1) Si |k∗| est divisible alors GqP (X,F ) est isomorphe a` Xq(H˜ (P ),F ).
(8.15.2) Si |k∗| est libre de rang 1 alors GqP (X,F ) est isomorphe a`
X
q(H˜ (P ),F )⊕Xq−1(H˜ (P ),F (−1)).
(8.15.3) Si |k∗| est libre de rang 1 et si k˜ est se´parablement clos alors F est
constant. Le groupe G2P (X,F ) est alors isomorphe a` X
1(H˜ (P ),F ) et partant
a` F 2g, ou` g est le genre de la courbe re´siduelle.
(8.16) Application au cas ou` X est lisse. Supposons que X est lisse et soit
S une triangulation de X . Soit S(2) l’ensemble des points de type (2) de S. La
proposition 8.7 assure que pour tout ouvert U de X et tout entier q les groupe
Gq(U,F ) et Gqc(U,F ) sont respectivement isomorphes a`
∏
P∈U∩S(2)




GqP (X,F ). Les groupes G
q
P (X,F ) peuvent eˆtre de´crits a` l’aide de la
proposition 8.14 ci-dessus.
(8.17) Corollaire. Soit q un entier. Supposons que X est lisse et posse`de
une triangulation S telle que pour tout sommet P de type (2) et tout entier r
infe´rieur ou e´gal a` min(q − 1, |I|) le groupe Xq−r(H˜ (P ),F (−r)) soit trivial.
Alors Gq(U,F ) et Gqc(U,F ) sont nuls pour tout ouvert U de X. 
(8.18) Si F est un corps quelconque et si G est un F -faisceau e´tale donne´ par
un module galoisien fini de cardinal inversible dans F alors Xq(F (T ),G ) est
trivial pour tout entier q (cf. [20], §4 p. 122). Par ailleurs si F est un corps fini,
si n est un entier inversible dans F et si C est une F -courbe projective, lisse et
ge´ome´triquement inte`gre alors X1(F (C ),Z/n) et X2(F (C ), µn) sont nuls. On
en de´duit les corollaires suivants :
(8.18.1) Corollaire. Supposons que X est lisse et posse`de une triangulation S
telle que pour tout sommet P de type (2) le corps H˜ (P ) soit transcendant pur
sur une extension finie de k˜. Alors Gq(U,F ) et Gqc(U,F ) sont nuls pour tout
ouvert U de X et tout entier q. 
(8.18.2) Corollaire. Soit X une k-courbe alge´brique de Mumford. Soit U un
ouvert de X an. Alors pour tout entier q les groupes Gq(U,F ) et Gqc(U,F ) sont
nuls. 
(8.18.3) Corollaire. Supposons que |k∗| est libre de rang 1, que k˜ est fini
et que X est lisse. Soit n un entier inversible dans k˜. Alors G3(X,Z/n(2)) et




9 Deux the´ore`mes de dualite´
Un re´sultat de profinitude
(9.1) Le contexte. On travaille toujours avec un corps ultrame´trique complet
k. On note p l’exposant caracte´ristique de k˜. On choisit une cloˆture alge´brique ka
de k, on noteG le groupe de Galois de ka sur k et k̂a le comple´te´ de ka. On pourra
se reporter a` la de´finition 5.4 concernant la notion de faisceau raisonnable.
On aura besoin de plusieurs assertions interme´diaires concernant la finitude
de certains groupes de cohomologie.
(9.2) Lemme. Soit Y une k̂a-courbe alge´brique projective et lisse. Donnons-
nous une famille finie et non vide (Yi) de domaines k-analytiques de Y
an sat-
isfaisant les conditions suivantes :
• pour tout i le domaine Yi est isomorphe ou bien a` un disque ouvert, ou bien
a` un disque ferme´ contenu dans un domaine de Y an lui-meˆme isomorphe
a` un disque ouvert et ne rencontrant pas les autres Yi.
• les Yi sont deux a` deux disjoints.
Soit Y le domaine comple´mentaire dans Y an de la re´union des Yi. Alors
pour tout faisceau raisonnable F sur Y et tout entier q le groupe Hq(Y,F ) est
fini.
De´monstration. Si q est nul le re´sultat est e´vident puisque Y est connexe.
Si q est au moins e´gal a` 2 le groupe Hq(Y,F ) est nul : en effet la proposition
4.3.4 de [2] permet de se ramener au cas ou` tous les Yi sont des disques ferme´s
”prolongeables” en des disques ouverts deux a` deux disjoints, auquel cas Y est
lisse et non compacte. Il n’y a plus alors qu’a` appliquer la dualite´ de Poincare´
pour les espaces k̂a-analytiques lisses ([2], th. 7.4.3). Il reste le cas ou` q vaut
1 : le lemme 6.3.12 de [2] permet cette fois de supposer que les Yi sont tous
isomorphes a` des disques ouverts. En vertu du the´ore`me 6.3.9 et du corollaire
6.3.11 de loc. cit. le lemme se de´duit alors de la finitude de la cohomologie des
k̂a-courbes alge´briques. 
(9.3) Lemme. Soit Y une k̂a-courbe posse´dant une triangulation dont les som-
mets sont tous rigides et en nombre fini. Alors pour tout faisceau raisonnable
F sur Y et tout entier q les groupes Hq(Y,F ) sont finis.
De´monstration. Si P est un sommet alors l’ensemble des areˆtes y aboutissant
est fini puisque P est rigide. En conse´quence le nombre total d’areˆtes est fini. Le
lemme se de´duit alors aussitoˆt de la premie`re suite exacte du 5.5, du lemme 2.11
et du fait que pour tout sommet P le corps H (P ) n’est autre que k̂a· 
52
(9.4) Proposition. Soit X une k-courbe posse´dant une triangulation S. Il
existe alors un recouvrement de X par une famille (Vi) d’ouverts, que l’on peut
prendre finie si S est finie, et qui posse`de les proprie´te´s suivantes :
i) pour tout couple (i, j) d’indices (non ne´cessairement distincts), pour tout
entier q et pour tout faisceau raisonnable F sur (Vi ∩ Vj)×k k̂a le groupe
Hq((Vi ∩ Vj)×k k̂a,F ) est fini ;
ii) pour tout couple d’indices (i, j) distincts l’intersection Vi ∩ Vj est une
somme disjointe finie de pseudo-couronnes ;
iii) si (i, j, r) sont trois indices deux a` deux distincts alors Vi ∩ Vj ∩ Vr est
vide ;
iv) pour tout ensemble fini d’indices I la re´union des Vi pour i appartenant
a` I posse`de une triangulation finie.
De´monstration. Les areˆtes qui aboutissent a` un sommet donne´ sont toutes
des pseudo-disques a` l’exception d’un nombre fini d’entre elles. Puisque X
posse`de une triangulation son lieu de quasi-lissite´ est dense en vertu de la propo-
sition 4.6 ; en particulier si P est un sommet non rigide de S alors X est quasi-
lisse en P , et ce dernier posse`de de ce fait un voisinage dans X isomorphe a`
un domaine k-affino¨ıde d’une courbe alge´brique lisse. Ces remarques entraˆınent
l’existence d’une famille (VP )P∈S d’ouverts de X posse´dant les proprie´te´s suiv-
antes :
• Si P est de type (2) ou (3) alors VP contient toutes les areˆtes de sommet
P qui sont des pseudo-disques, et VP ×k k̂a ve´rifie les conditions impose´es
a` Y dans l’e´nonce´ du lemme 9.2.
• Pour tout sommet P et toute areˆte Y aboutissant a` P qui est une pseudo-
couronne l’intersection VP ∩ Y est une sous-pseudo-couronne stricte de
Y .
• Si P et Q sont deux points distincts de S et si Y est une areˆte qui les relie
(areˆte qui est alors ne´cessairement une pseudo-couronne) l’intersection
VP ∩ VQ ∩ Y est une sous-pseudo-couronne de Y .
La famille forme´e des VP et des areˆtes qui sont des pseudo-couronnes dont
l’adhe´rence n’est pas compacte satisfait alors les conditions requises graˆce aux
lemmes 2.11, 9.2 et 9.3.
(9.5) Remarque. Conservons les notations de la proposition ci-dessus ; alors
si L est une extension finie de k le recouvrement de X ×k L par les Vi ×k L
satisfait e´galement les assertions i), ii), iii) et iv).
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(9.6) On fixe a` partir de maintenant un entier n premier a` p. Un faisceau e´tale
en Z/n-modules sera simplement appele´ un Z/n-module. Si l’on est sur un corps
il sera dit fini s’il provient d’un module galoisien fini.
(9.7) Proposition. Supposons que pour tout Z/n-module fini G sur k et pour
tout entier q les groupes Hq(k,G ) soient finis. Soit X une k-courbe posse´dant
un recouvrement par une famille d’ouverts (Vi) satisfaisant les conditions i), ii)
et iii) de la proposition 9.4. Pour tout ensemble fini J d’indices notons XJ la
re´union des Vi pour i appartenant a` J . Soit F un Z/n-module raisonnable sur
X. Les proprie´te´s suivantes sont alors ve´rifie´es :
1) pour tout J et tout q les groupes
Hq(XJ ,F ), H
0(|XJ |,Rqπ∗F ) et H1(|XJ |,Rqπ∗F )
sont finis ;
2) pour tout q le groupe




Hq(XJ ,F ), (resp. lim
←
H0(|XJ |,Rqπ∗F ), resp. lim
←
H1(|XJ |,Rqπ∗F ) )
et est en particulier profini, et fini si la famille (Vi) est finie ;
3) pour tout J et tout q la restriction H1(|X |,Rqπ∗F )→ H1(|XJ |,Rqπ∗F )
est surjective.
De´monstration. Commenc¸ons par une remarque. Donnons-nous un espace
k-analytique Y et notons Y
k̂a
le k̂a-espace Y ×k k̂a. Soit G un Z/n-module
raisonnable sur Y . De la suite spectrale
Hi(G,Hj(Y
k̂a
,G ))⇒ Hi+1(Y,G )
et de l’hypothe`se faite sur k on de´duit aussitoˆt que si Hi(Y
k̂a
,G ) est fini pour
tout i alors Hq(Y,G ) est fini pour tout q. Par ailleurs si Y est une courbe on
dispose quel que soit q d’une suite exacte
0→ H1(|Y |,Rq−1π∗G )→ Hq(Y,G )→ H0(|Y |,Rqπ∗G )→ 0.
Dans ce cas si Hq(Y,G ) est fini pour tout q il en va de meˆme de H1(|Y |,Rqπ∗G )
et H0(|Y |,Rqπ∗G ).
(9.7.1) De´monstration des assertions 1) et 2). En vertu de la remarque ci-dessus
et des hypothe`ses faites sur le recouvrement (Vi) les groupes H
q(Vi ∩ Vj ,F ) et
H0(|Vi ∩ Vj |,Rqπ∗F ) sont finis pour tout entier q et tout couple (i, j) d’indices
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(non ne´cessairement distincts). La proprie´te´ iii) du recouvrement (Vi) entraˆıne











Hq(Vi,F )→ . . .
que l’on notera (M). Soit J un ensemble fini d’indices et soit (MJ) la suite de
Mayer-Vietoris associe´e au recouvrement (Vi)i∈J de la re´union XJ des Vi pour
i appartenant a` J . D’apre`s ce qui pre´ce`de le terme Hq(XJ ,F ) de la suite (MJ)
est encadre´ pour tout entier q par deux groupes finis ; il est donc lui-meˆme fini.
On en de´duit l’assertion 1) a` l’aide graˆce a` la remarque ci-dessus.
La limite projective (M̂) des (MJ) est une limite projective de suites ex-
actes de groupes finis, elle est en conse´quence encore exacte. Or (M̂) se de´crit
simplement : elle est obtenue a` partir de (M) en remplac¸ant chacun des termes
Hq(X,F ) par lim
←




est un isomorphisme pour tout entier q, ce qui ache`ve la de´monstration de
l’assertion 2) relative aux groupes Hq(X,F ).
Comme Rqπ∗F est un faisceau le groupe H
0(|X |,Rqπ∗F ) est isomophe pour
tout q a` la limite projective des H0(|XJ |,Rqπ∗F ). Pour conclure prenons un
entier q et conside´rons le diagramme commutatif










qpi∗F ) // lim
←
Hq+1(XJ ,F ) // lim
←
H0(|XJ |,R
q+1pi∗F ) // 0
dans lequel les deux lignes sont exactes : pour celle du haut c’est e´vident,
quant a` celle du bas elle est la limite projective d’une famille de suites exactes
courtes de groupes abe´liens finis d’apre`s ce qui pre´ce`de ; elle est donc exacte. Par
ailleurs on a vu ci-dessus que la fle`che verticale du milieu et celle de droite sont
des isomorphismes ; c’est en conse´quence e´galement le cas de celle de gauche, ce
qui ache`ve de de´montrer l’assertion 2).
(9.7.2) Etablissons la validite´ de l’assertion 3). Soit q un entier. D’apre`s les
re´sultats de finitude que l’on vient d’e´tablir il suffit de de´montrer que pour tout
ensemble fini d’indices J et tout i n’appartenant pas a` J la restriction
H1(|XJ ∪ Vi|,Rqπ∗F )→ H1(|XJ |,Rqπ∗F )
est surjective. On se donne donc de tels J et i. Soit h appartenant au groupe
H1(|XJ |,Rqπ∗F ). Notons h˜ son image dans Hq+1(XJ ,F ). Si P est un point de
XJ alors h˜(P ) est nulle. Des proprie´te´s ii) et iii) de la proposition 9.4 on de´duit
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que XJ∩Vi est une somme disjointe et finie de pseudo-couronnes. Le lemme 3.18
assure alors que h˜|XJ∩Vi est nulle. La suite exacte de Mayer-Vietoris relative au
recouvrement de XJ ∪ Vi par XJ et Vi fournit en particulier une classe η dans
Hq+1(XJ ∪ Vi,F ) dont la restriction a` Vi (resp. a` XJ ) est nulle (resp. e´gale a`
h˜). L’image de η dans H0(|XJ ∪ Vi|,Rq+1π∗F ) est triviale ; en conse´quence η
provient d’un unique e´le´ment ω de H1(|XJ ∪ Vi|,Rqπ∗F ) dont la restriction a`
XJ est par construction e´gale a` h. 
(9.8) Corollaire. Supposons que pour tout Z/n-module fini G sur k et pour
tout entier q les groupes Hq(k,G ) soient finis. Soit X une k-courbe, soit F un
Z/n-module raisonnable sur X et soit q un entier. Alors les groupes Hq(X,F ),
H0(|X |,Rqπ∗F ) et H1(|X |,Rqπ∗F ) sont profinis. Si (X×k k̂rad)red posse`de une
triangulation finie, ce qui est en particulier le cas si X est compacte ou si X
elle-meˆme posse`de une triangulation finie, les groupes en question sont finis.
De´monstration. On peut remplacer k par k̂rad et donc le supposer parfait.
On peut ensuite re´duire X , et ainsi se ramener au cas ou` son lieu de quasi-lissite´
est dense. Elle posse`de alors une triangulation S par la proposition 4.6. Il n’y a
plus qu’a` appliquer les propositions 9.4 et 9.7. 
Le cas ou` existe un module dualisant sur k
(9.9) A partir de maintenant et jusqu’a` la fin du chapitre on fait les
suppositions suivantes sur la cohomologie du corps k :
i) Pour toute extension finie se´parable L de k, pour tout Z/n-module fini
F sur L et pour tout entier q le groupe Hq(L,F ) est fini.
ii) Il existe un Z/n-module fini D sur k, un entier d et pour toute extension
finie se´parable L un isomorphisme TrL : H
d(L,D) ≃ Z/n, le syste`me des
TrL e´tant compatible aux corestrictions.
iii) Pour tout entier q, pour toute extension finie se´parable L de k et pour
tout Z/n-module fini F sur L fini l’application
Hq(L,F )×Hd−q(L,F∨ ⊗ D)→ Z/n
induite par le cup-produit et la trace e´tablit une dualite´ parfaite entre les
groupes finis Hq(L,F ) et Hd−q(L,F∨ ⊗ D).
(9.10) Remarque. Sous ces hypothe`ses pour toute extension finie se´parable L
de k, pour tout Z/n-module fini F sur L et tout entier q strictement supe´rieur
a` d le groupe Hq(L,F ) est nul.
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(9.11) Exemples. Si |k∗| est libre de rang 1 et si k˜ est se´parablement clos, ou
bien si k est fini (avec la valeur absolue triviale) alors on est dans cette situation
avec d e´gal a` 1 et en prenant pour D le faisceau constant Z/n. Si |k∗| est libre
de rang 1 et si k˜ est fini on est e´galement dans ce cadre, avec cette fois-ci d e´gal
a` 2 et en prenant pour D le faisceau µn.
(9.12) Soit X une k-courbe lisse. De la suite spectrale
Hp(G,Hqc(Xk̂a ,D(1)) )⇒ Hp+qc (X,D(1))
et des hypothe`ses faites sur k de´coule l’existence d’un isomorphisme entre les
groupes Hd+2c (X,D(1)) et H
d(G,H2c(Xk̂a ,D(1)) ). La trace de´finie dans le cas




c (X,D(1)) ≃ Hd(G,H2c(Xk̂a ,D(1)) )→ Hd(G,D) ≃ Z/n.
Soit X une k-courbe lisse. Soit F un Z/n-module sur X . Notons F˘ le faisceau
F∨ ⊗ D(1). La compose´e du cup-produit et de l’application TrX de´finit pour
tout entier q un accouplement
Hq(X,F )×Hd+2−qc (X, F˘ )→ Z/n.
(9.13) Proposition (dualite´ de Poincare´). Le syste`me de morphismes (TrX)
posse`de les proprie´te´s suivantes :
i) Si ϕ : Y → X est un morphisme plat et quasi-fini alors TrY = TrX ◦ Trϕ
ou` Trϕ a e´te´ de´fini par Berkovich ([2], §. 5.4). En particulier si ϕ est une
immersion ouverte alors TrY = TrX ◦ ϕc.
ii) Pour toute k-courbe lisse X, pour tout Z/n-module raisonnable F sur
X et tout entier q l’accouplement Hq(X,F ) × Hd+2−qc (X, F˘ ) → Z/n est
continu par rapport a` premie`re variable pour la topologie profinie. Il induit
une dualite´ parfaite entre le groupe profini Hq(X,F ) et le groupe discret
Hd+2−qc (X, F˘ ).
De´monstration. Rappelons que le groupe Hq(X,F ) est profini par le corol-
laire 9.8. L’assertion i), ainsi que l’assertion ii) lorsque les groupes Hi(X
k̂a
,F )
sont finis pour tout i, de´coulent formellement (comme dans le cas alge´brique,
cf. [19], lemme 2.9) des proprie´te´s de la cohomologie de k et de la dualite´ de
Poincare´ pour les courbes lisses sur un corps alge´briquement clos ([2], th. 7.4.3)
Traitons maintenant le cas ge´ne´ral. Comme X est lisse elle posse`de une trian-
gulation S. On peut donc lui appliquer la proposition 9.4 et obtenir ainsi une
famille (Vi) d’ouverts recouvrant X et assujettis a` certaines conditions. Pour
toute famille finie J d’indices notons (XJ ) la re´union des Vi pour i appartenant
a` J . La proposition 9.7 assure alors (a` l’aide de la remarque 9.5) que pour tout
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J et pour tout entier i les groupes Hi(X
J,k̂a
,F ) sont finis ; la proposition est
donc vraie en ce qui concerne chacun des XJ . Soit q un entier.
Soit h une classe appartenant a` Hd+2−qc (X, F˘ ). Elle provient d’une classe
η de Hd+2−qc (XI , F˘ ) pour un certain I. En vertu de l’assertion i) une classe
λ de Hq(X,F ) appartient a` l’orthogonal de h si et seulement si λ|XI appar-
tient a` l’orthogonal de η. Comme Hq(X,F ) s’identifie a` la limite projective des
Hq(XJ ,F ) d’apre`s la proposition 9.7 l’orthogonal de h est un sous-groupe ouvert
de Hq(X,F ), ce qui montre la continuite´ par rapport a` la premie`re variable.
Si λ est un e´le´ment de Hq(X,F ) appartenant a` l’orthogonal de Hd+2−qc (X, F˘ )
alors λ|XJ appartient pour tout J a` l’orthogonal de H
d+2−q
c (XJ , F˘ ), toujours
d’apre`s l’assertion i). L’assertion ii) e´tant valable pour chacun des XJ la classe
λ|XJ est triviale quelque soit J . Comme H
q(X,F ) est naturellement isomorphe
a` la limite projective des Hq(XJ ,F ) la classe λ est nulle.
Soit χ un e´le´ment de Hd+2−qc (X, F˘ )
∨. Pour tout J la forme Z/n-line´aire χ
en induit une sur Hd+2−qc (XJ , F˘ ), qui provient d’un unique hJ appartenant a`
Hq(XJ ,F ) puisque l’assertion ii) est vraie pour XJ . En vertu de ladite unicite´
les hJ de´finissent un e´le´ment de lim
←
Hq(XJ ,F ) ; il existe donc une classe h ap-
partenant a` Hq(X,F ) tel que h|XJ soit e´gal a` hJ pour tout J . Par construction
la forme χ est e´gale a` l’accouplement avec h. 
On fixe une k-courbe lisse X ainsi qu’un Z/n-module raisonnable F sur
icelle.
(9.14) Le groupe H1c(|X |,Rd+1π∗D(1)) est isomorphe a` Hd+2c (X,D(1)), comme
on le voit a` l’aide des suites spectrales usuelles, et en se fondant sur des argu-
ments de dimension cohomologique ; quant a` Hd+2c (X,D(1)) il s’envoie lui-meˆme
dans Z/n par la trace. Soit i un e´le´ment de {0, 1} et soit q un entier. On peut
de´finir graˆce a` ce qui pre´ce`de et a` l’aide du cup-produit un accouplement
Hi(|X |,Rqπ∗F )×H1−ic (|X |,Rd+1−qπ∗F˘ )→ H1c(|X |,Rd+1π∗D(1))→ Z/n.
Dans les e´nonce´s qui suivent on conside`rera Hi(|X |,Rqπ∗F ) comme muni de sa
topologie profinie (voir le corollaire 9.8) ; rappelons par ailleurs que les groupes
Gq(X,F ) et Gqc(X,F ) ont e´te´ de´finis et e´tudie´ au chapitre 8 (voir notamment
la de´finition 8.2).
(9.15) The´ore`me. L’accouplement
H0(|X |,Rqπ∗F )×H1c(|X |,Rd+1−qπ∗F˘ )→ Z/n
est continu par rapport a` la premie`re variable. Son noyau a` droite est trivial ;
son noyau a` gauche est le groupe Gq(X,F ) qui est de ce fait profini. On a ainsi
construit une dualite´ parfaite entre le groupe profini
H0(|X |,Rqπ∗F )/Gq(X,F )
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et le groupe discret H1c(|X |,Rd+1−qπ∗F˘ ).
(9.16) The´ore`me. L’accouplement
H0c(|X |,Rqπ∗F )×H1(|X |,Rd+1−qπ∗F˘ )→ Z/n
est continu par rapport a` la seconde variable. Son noyau a` gauche est le groupe
Gqc(X,F ). On a ainsi construit une dualite´ parfaite entre le groupe discret
H0c(|X |,Rqπ∗F )/Gqc(X,F )
et le groupe profini H1(|X |,Rd+1−qπ∗F˘ ).
De´monstration des deux the´ore`mes. La courbe X e´tant lisse elle posse`de
une triangulation S. La proposition 9.4 permet de construire une famille (Vi)
d’ouverts recouvrant X et ve´rifiant quatre conditions qu’on ne rappelle pas ici.
Pour toute famille finie J d’indices on va noter XJ la re´union des Vi pour i
appartenant a` J . Les XJ satisfont un certain nombre de proprie´te´s donne´es par
la proposition 9.7. Pour chacun des deux the´ore`mes et pour tout ouvert U de
X on notera [., .]U (resp. < ., . >U ) l’accouplement e´tudie´ (resp. l’accouplement
fourni par la dualite´ de Poincare´, cf. prop. 9.13) sur la k-courbe lisse U .
De´monstration du the´ore`me 9.15. Soient h et η appartenant respectivement
a` H0(|X |,Rqπ∗F ) et H1c(|X |,Rd+1−qπ∗F˘ ). Soit λ un ante´ce´dent de h dans
Hq(X,F ) et soit η˜ l’image de η dans Hd+2−qc (X, F˘ ). D’apre`s le 3.17 les e´le´ments
[h, η]X et < λ, η˜ >X co¨ıncident. En conse´quence h appartient a` l’orthogonal de
la classe η si et seulement si λ appartient a` celui de η˜ ; la continuite´ de [., .]X
par rapport a` la premie`re variable suit aussitoˆt compte-tenu de l’assertion ii)
de la proposition 9.13 et du caracte`re ouvert de la surjection Hq(X,F ) →
H0(|X |,Rqπ∗F ).
On voit de meˆme que η appartient au noyau a` droite de [., .]X si et seulement
si η˜ appartient a` celui de < ., . >X . Or ce dernier est nul par la proposition 9.13.
Comme H1c(|X |,Rd+1−qπ∗F˘ ) s’injecte dans Hd+2−qc (X, F˘ ) le noyau a` droite de
[., .]X est bien trivial.
Traitons maintenant le cas du noyau a` gauche. On conserve les notations h
et λ introduites ci-dessus. Pour toute areˆte Y notons jY l’immersion ouverte
correspondante dans X . L’image de l’application⊕
areˆtes





jY,c(ρY ) est e´gale a` celle de l’injection
H1c(|X |,Rd+1−qπ∗F˘ ) →֒ Hd+2−qc (X, F˘ )
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Hd+2−qc (Y, F˘ ). De








< λ|Y , ρY >Y .
En conse´quence h appartient au noyau a` gauche de [., .]X si et seulement si λ|Y
appartient au noyau a` gauche de < ., . >Y pour toute areˆte Y . Mais par la
proposition 9.13 l’accouplement < ., . >Y est non de´ge´ne´re´ quelle que soit Y ; il
s’ensuit que h appartient a` l’orthogonal de H1c(|X |,Rd+1−qπ∗F˘ ) si et seulement
si λ|Y est triviale pour tout Y . La nullite´ de λ|Y e´quivaut a` celle de h|Y par
la proposition 3.18 ; et en vertu de la proposition 8.7 la classe h est une classe
gratte-ciel si et seulement si h|Y est nulle pour toute areˆte Y . Le the´ore`me 9.15
est donc de´montre´.
De´monstration du the´ore`me 9.16. Soient h et η appartenant respectivement
a` H0c(|X |,Rqπ∗F ) et H1(|X |,Rd+1−qπ∗F˘ ). Soit λ un ante´ce´dent de h dans
Hqc(X,F ) et soit η˜ l’image de η dans H
d+2−q(X, F˘ ). D’apre`s le 3.17 les e´le´ments
[h, η]X et < λ, η˜ >X co¨ıncident. En conse´quence η appartient a` l’orthogonal de h
si et seulement si η˜ appartient a` celui de λ ; l’assertion ii) de la proposition 9.13
permet de conclure aussitoˆt a` la continuite´ de [., .]X par rapport a` la seconde
variable.
Il est clair d’apre`s ce qui pre´ce`de que η appartient au noyau a` droite de [., .]X
si et seulement si η˜ appartient a` celui de < ., . >X . Or ce dernier est nul par la
proposition 9.13. Comme H1(|X |,Rd+1−qπ∗F˘ ) s’injecte dans Hd+2−q(X, F˘ ) le
noyau a` droite de [., .]X est bien trivial.
Traitons maintenant le cas du noyau a` gauche. Soit h appartenant au groupe
H0c(|X |,Rqπ∗F ). Elle provient d’une classe h˜ de la cohomologie a` support com-
pact de XJ pour un certain J . La fle`che
H1(|X |,Rd+1−qπ∗F˘ )→ H1(|XJ |,Rd+1−qπ∗F˘ )
est surjective par la proposition 9.7 ; on en de´duit aussitoˆt que h appartient
au noyau a` gauche de [., .]X si et seulement h˜ appartient a` celui de [., .]XJ .
Comme il est par ailleurs clair que h est une classe gratte-ciel si et seule-
ment si c’est le cas pour h˜ on peut finalement supposer que X est e´gal a`
XJ et donc que la triangulation S est finie. Le groupe H
0
c(|X |,Rqπ∗F ) est
un sous-groupe de H0(|X |,Rqπ∗F ). Compte-tenu de la formule d’adjonction, du
the´ore`me 9.15 de´ja` e´tabli et du fait que Gqc(X,F ) est l’intersection de G
q(X,F )
avec H0c(|X |,Rqπ∗F ) il suffit de de´montrer que la fle`che canonique
H1c(|X |,Rd+1−qπ∗F˘ )→ H1(|X |,Rd+1−qπ∗F˘ )
est surjective.
Soit η appartenant a` H1(|X |,Rd+1−qπ∗F˘ ) et soit η˜ son image dans le groupe
Hd+2−q(X, F˘ ). Pour tout point de P de X la classe η˜(P ) est nulle. De`s lors la
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restriction de η˜ a` toute areˆte est triviale par le lemme 3.18. Autrement dit η˜|X−S
est e´gale a` ze´ro. Par injectivite´ de
H1c(|X − S|,Rd+1−qπ∗F˘ )→ Hd+2−q(X − S, F˘ )
la restriction de η a` X − S est nulle. Or S est fini, donc compact. Ceci ache`ve
la de´monstration. 
(9.17) Remarque. En conservant les meˆmes notations si les groupes Gq(X,F )
et Gqc(X,F ) sont nuls alors les accouplements construits sont des dualite´s par-
faites ; c’est par exemple toujours le cas d’apre`s le corollaire 8.18.2 si F provient
d’un Z/n-module galoisien fini sur k˜ et si X est un ouvert de l’analytification
d’une courbe de Mumford.
10 Quelques re´sultats revisite´s
On se propose d’indiquer comment diffe´rents re´sultats de´ja` de´montre´s par
d’autres me´thodes se trouvent eˆtre des cas particuliers de ce qui pre´ce`de. Ainsi
le corollaire ci-dessous reprend les the´ore`mes 4.2 et 5.2 de [12].
(10.1) Corollaire. Soit k un corps ultrame´trique complet. On suppose que k
est local, c’est-a`-dire que |k∗| est libre de rang 1 et que k˜ est fini. Soit n un
entier inversible dans k˜.
i) Soit X une courbe k-analytique lisse et ∆ son squelette ; orientons-le ar-
bitrairement. Le groupe H0(|X |,R3π∗Z/n(2)) s’identifie alors au groupe
Harm(∆,Z/n) des cochaˆınes harmoniques sur ∆ a` coefficients dans Z/n.
ii) Si X est une k-courbe alge´brique lisse alors
H0(|X |,R3π∗Z/n(2))→ H0(|X an|,R3π∗Z/n(2))
est un isomorphisme.
De´monstration. E´tablissons l’assertion i). Le corollaire 8.18.3 assure que
G3(X,Z/n(2)) est nul. Par ailleurs les hypothe`ses du 9.9 sont ve´rifie´es avec
d e´gal a` 2 et en prenant pour D le module Z/n(1). En vertu du the´ore`me 9.15 le
groupe profini H0(X,R3π∗Z/n(2)) est alors isomorphe au dual de H
1
c(|X |,Z/n),
ce qui permet de conclure.
Quant a` l’assertion ii) elle de´coule directement du corollaire 6.8. 
On peut e´galement retrouver au niveau fini et p-primaire la dualite´ de Licht-
enbaum entre le groupe de Picard et le groupe de Brauer d’une courbe p-adique
projective et lisse ([15]).
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(10.2) Corollaire. Soit k un corps ultrame´trique complet. On suppose que k
est local, c’est-a`-dire que |k∗| est libre de rang 1 et que k˜ est fini. Soit n un
entier inversible dans k˜.
i) Soit X une courbe k-analytique lisse. Le groupe profini H0(|X |,R2π∗Z/n(1))
est naturellement isomorphe au dual du groupe discret H1c(|X |,R1π∗Z/n(1)).
ii) Soit X une k-courbe alge´brique lisse. Les fle`ches
H0(|X |,R2π∗Z/n(1))→ H0(|X an|,R2π∗Z/n(1))
et
H1(|X |,R1π∗Z/n(1))→ H1(|X an|,R1π∗Z/n(1))
sont des isomorphismes. Si X est projective le groupe nBr X s’identifie
naturellement au dual de (Pic X )/n.
De´monstration. E´tablissons l’assertion i). Le corollaire 8.18.3 assure que
G2(X,Z/n(1)) est nul. Par ailleurs les hypothe`ses du 9.9 sont ve´rifie´es avec
d e´gal a` 2 et en prenant pour D le module Z/n(1). Le the´ore`me 9.15 donne alors
l’assertion i).
En ce qui concerne l’assertion ii) le fait que les deux fle`ches soient des iso-
morphismes se de´duit aussitoˆt du corollaire 6.8. Conside´rons la suite exacte
0→ H1(|X |,R1π∗Z/n(1))→ H2(X ,Z/n(1))→ H0(|X |,R2π∗Z/n(1)).
Par purete´ un e´le´ment de H2(X ,Z/n(1)) s’annule dans H0(|X |,R2π∗Z/n(1))
si et seulement si il s’annule aux points ge´ne´riques de X , ce qui e´quivaut a` dire
que son image dans Br X est triviale. La suite exacte
0→ (Pic X )/n→ H2(X ,Z/n(1))→n Br X → 0
fournit donc un isomorphisme entre (Pic X )/n et H1(|X |,R1π∗Z/n(1)) ainsi
qu’un second entre nBr X et H
0(|X |,R2π∗Z/n(1)). LorsqueX est projective le
groupe H1c(|X an|,R1π∗Z/n(1)) est e´gal a` H1(|X an|,R1π∗Z/n(1)) et le re´sultat
souhaite´ s’en de´duit imme´diatement. 
Le corollaire ci-dessous figurait sans de´monstration de´taille´e a` la fin de [12]
(pour F cyclique, ce qui est une restriction inoffensive) ; dans le cas projectif
on peut le voir comme la reformulation a` propos de la jacobienne de la courbe
d’un the´ore`me e´tabli par Ogg dans [18] pour toutes les varie´te´s abe´liennes (voir
les explications de ce fait a` la fin de [12]).
(10.3) Corollaire. Soit k un corps ultrame´trique complet tel que |k∗| soit libre
de rang 1 et tel que k˜ soit se´parablement clos.
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i) Soit X une courbe k-analytique lisse, soit E l’ensemble ferme´ et discret
des points P de type (2) de X tels que le genre g(P ) de la courbe re´siduelle
en P soit strictement positif. Soit F un groupe abe´lien fini de cardinal
inversible dans k˜. Soit ∆ le squelette de X, arbitrairement oriente´. On





2g(P ) → H0(|X |,R2π∗F )→ Harm(∆,F )→ 0.
ii) Soit X une k-courbe alge´brique lisse. La fle`che
H0(|X |,R2π∗F )→ H0(|X an|,R2π∗F )
est un isomorphisme.
De´monstration. Les hypothe`ses du 9.9 sont ve´rifie´es avec d e´gal a` 1 et en
prenant pour D le module Z/n. On de´duit de la proposition 8.7 et du 8.15.3
que le groupe G2(X,F ) est naturellement isomorphe a`
∏
P∈E F
2g(P ). Par le
the´ore`me 9.15 le quotient H0(|X |,R2π∗F )/G2(X,F ) s’identifie au dual de
H1c(|X |,F∨) ; l’assertion i) est ainsi e´tablie. L’assertion ii) se de´duit du corol-
laire 6.8. 
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